Corrigé Mine 2015-MP .2014-2015
Maths 2

1. §"~ ! est un fermé borné de I'espace vectoriel normé de dimension finie R", c’est donc un com-
pact de R".

D’autre part, la continuité de 'application norme sur le compact S"~! assure l’existence de ce
maximum.

- Cette application vérifie la propriété de positivité.
- Lhomogénéité et 1'inégalite triangulaire se font comme pour la norme infinie.
- Soit maintenant M € M, (R).

Si [|M]|,, = 0, alors max {||[Mx]| ; x € "'} = 0, donc |[Mx| = 0 pour tout x € §"~' et si

1

y € R"\ {0}, alors = 0, donc ol |My|| soit My = 0. Par suite M = 0. D’autre part,

on vérifie que si M = 0, alors || M|, = 0. D’ou1 la séparation.

jyaa
lyll

Par suite I'application M — || M, est une norme sur M, (R).

D’autre part, si y € R"\ {0}, alors < [|M],, ou encore [|My]| < [[M]|,, [|y[|- Inégalité

jyaa
Iyl

valable si y = 0. Par suite

Vy e RY, [[Myl| < [|M[|,, [yl
Etsix, y € R", alors [Mx — My|| = [[M (x — y)| < [[M],, [[x — y[|. D’ot

Vx,y € R, [[Mx — My|| < |[M]|,, ||x — vl

3. Soit M = diag (M1, ..., Ay) une matrice diagonale, alors pour tout x = (x4, ..., x,,) € st1 Mx =
F(A1X1, oy Anxn) etsik € {1,...,n} est tel que |A¢| = max |Ai|, alors
<i<n

n n n n
2 2 2 2 2 2 2
IMx || = 5 2727 =3 (A af <5 AL af = Ay af = Al (x| = (A1
i=1 i=1 i=1 =

Donc
[[Mx|| < |Ag|

Et cette inégalité devient une égalité pour x = e, € S"~1( k%" vecteur de la base canonique de
R™)

Donc
IMll,, = max { [ Mx]| ; x € 871} = A
Mais
o(M)={A;1<i<n}
Donc

1Ml = max {|A[ ; A € o (M)}
Si maintenant M est symétrique réelle quelconque, alors d’apres le théoréme spectral, M est

orthogonalement diagonalisable, donc ils existent D = diag (A4, ..., A,) diagonale a coéfficients
réels et P € O, (R) une matrice orthogonale telles que M = P.D.P~ 1.
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Donc compte tenu du fait que P conserve la norme ||.|| euclidienne de R”,

{HMxH Dx e 5”—1} - {HP.D.P—lx

jxesl = {HD.P—lx

;X € S”_l}

Mais pour la méme raison ( P conserve la norme ||.|| ), 'application définie de S"~! dans lui
meéme qui a x associe P 1xest bijective, par suite

{HD.P’lx ixe s’H} - {||D.y|| Jye 5"*1}

Donc
{imasl s x e 571} = {ipl s e 71}

Par suite

IMll,, = max { [Mx]| ; x € 871} = max {D.yl| ; y € 5"} = ||D,

Mais compte tenue de la premiere étape,

1D,y = max{[A] ; A € o (D)}

o(M)=0(D)={A;; 1<i<n}
D’ou
IMll,, = max {[A] ; A € o (M)}

. C’est classique

Eo (Jn) = vect (e1 — en, ..., en—1 — €n)
E, (Ju) = vect (e1 + ... +en)

{ O-(]n) = {O/”}

dimEy (J,) =n—1

dimE, (J)) =1
En particulier max {|A| ; A € 0 (J,)} = n et donc compte tenu du résultat de la troisieme ques-
tion,

ot (e1, ..., e,) est la base canonique de R". En particulier {

||]Vl||op =n
5. Soit i, j dans {1, ..., n}, alors par définition de ||M]|,,, on a [M.ej|| < [ M|,,, mais M.ej =
Ml,j
: est la /" colonne de M, donc
M,

1
n 2
(le%,]) S ||M||op
k=1

1

Mais | M; ;| < (kiM'%’j) 2 donc |M; | < M,

Par suite
max {{Ml i

;1<ij<n} <M,
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6. Soitx =" (x1,..., xx) € §"! tel que ||M]|,, = [[M.x]|.
Un calcul donne .
z Ml,j.x]-
=1

M.x =

donc

N —

n n 2
HMXH = Z Mi,]-.x]-
i=1 \y=1

Mais pour tout i dans {1, ..., n} fixé, on a par inégalité de Cauchy Schwartz,

() = (300) (£7)

n
Ou encore puisque ||x|* = ¥ x5 =1,

j=1

2
j=1 j=1

Donc compte tenue de ce qui précede on obtient,

N[~

n n
— 2
M|, = [[M.x][ < <ZZ]]21M1',]'>

D’autre part, cette inégalité est une égalité ssi

2 1
n n 2 2 n on E
2 (ZMZ'J-XJ) = <Z M%)
i=1 \j=1 i=1j=1

—_

ssi

ssi

ssiVie {1,..,n},
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Puisque toujours d’apres 1'inégalité de Cauchy Schwartz,

Vi e {1,...,1’1}, <§Mi,]'.x]‘> < (iMﬂ) (Zx?)
=1 7=1 71=1

Donc il y’a égalité

N —

M., = (z fM?,j)

=1/=

ssiVi e {1,...,n},il y’a égalité dans l'inégalité de Cauchy Schwartz,

(;‘iMi'j'x])z - (jiM%J (;ix?>

ssiVi € {1,...,n}, les vecteurs (M; 1, ..., M; ;) et x = (x1, ..., x,,) sont liés
ssi tous les vecteurs lignes de M sont proportionel a x # 0.
ssile rang de M est < 1.

En conclusion, la condition chérchée est

rg (M) < 1.
. Soit M = (Mi/f)lgi,jgn dans 5, alors Vi, j € {1, ...,n},
1 1 1 1
n n 2 n n 2 n n 2 —
2 _ 2 — (42)\2 —
(530) = (55 m) < (531) = ()7 =n
i=1/=1 == =1/=1
Et compte tenu du résultat de la question 6 précédente, il vient
1M, < n.
On a donc ,
n n ’ E
HMHop < z ZMi,j <n
i=1j=1
D’autre part, supposons |[M[|,, = n, alors d’apres les inégalités précédentes,
1 1
n n ) E n n E
Ml ={ > >Mi;| =n=(>>1] .
== =1/=1

D’aprés le 6), la premiere égalité implique rg (M) < 1 et donc rg (M) = 1 puisque [[M][,, =
n # 0.

La deuxieme égalité et le fait que Vi, j € {1, ..., n}, M;Z] < limplique Vi, j € {1,...,n}, Mf“] =1.
Donc I'égalité |M||,, = n implique rg (M) = 1et Vi, j € {1,..,n}, M}, =
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Réciproquement, supposons rg (M) =1etVi, j € {1,...,n}, MiZ,j =1.

Alorsrg (M) < 1, donc d’aprés le résultat de la question 6), on aI'égalité | M|, = (l%ljglM% j)

et comme
Vi, je{l,..,n}, M;; = 1.

Alors
1

1 - 1
n n 2 n n 2 —
i, = (5308)7 = (351)7 = ()2 =
=14 =15
Donc il y’a égalité [|M||,, = nssirg (M) =1et Vi, j€ {1,..,n}, M7, =1
Notons alors

€ My (R) ; rg (M) =1et¥i,j € {1,..,n}, M}, = 1.}

1<i,j<n

E={M= (M)

€1
Et pour ¢ = (1, ...,&y) € {—1,1}", notons X, =

En
Alors on vérifie que E est1’ensemble des matrices dont les colonnes sont (X, 111.Xe, ..., tt,_1.X¢),
avece € {—1,1}"etpy, ..., u,_1 € {—1,1} et que I'application définie de {—1,1}" x {—1,1}" "
qui a (¢, (Kq, ..., H,—1)) associe la matrice dont les colonnes sont (X, pq.Xe, ..., t,,_1.X¢) est bi-

jective. En particulier
card (E) = 2".2"~1 =2~ 1,

. Soit t réel.
On a pour tout n € N¥, et pour toutk € {1, ...,n},2 <n+k, donc

:kﬁ ﬁ n+k) et2”n'<n'|_| (n+k) = (2n)!
=1 k=1

De plus cette inégalité est valable pour n = 0.

Donc pour tout n € N,

2"n! < (2n)!
Donc pour toutn € N,
t21’l tZI’Z
< 7
(2n)! — 2".n!
donc
+o00 th +o00 th
z Z on. n',
ou encore

2\"
400 t2n +o00 <2> t2
= < — _
Ch (t) nZO (21’1)' - nZO n! exp ( 2 )
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9.

10.

1
Comme x € [—1,1], alors X

exp<1;x.t+ <1_ 1—|2—x> (—t)> < 1+x

Ou encore apres simplification :

€ [0, 1] et par convexité de la fonction exponentielle, on a

Lexp (1) + (1—1;’“) cexp (1).

exp (tx) < %.exp (t) + <1gx> .exp (—t).

Soitt € R.

Comme X admet une espérance finie (nulle ), alors d’apres le théoreme de transfert, exp (¢X)
admet aussi une espérance finie et

E (exp (X)) = z( )exp (tx) P(X =x) (¥
xeX(Q

D’autre part comme X est bornée par 1, alors X (Q) C [—1, 1], donc d’apres le 9, on a pour tout
x e X(Q),

exp (tx) < 1+ ) exp (t) + <2x> .exp (—t) = ch (t) + x.sh (t)

Et compte tenue de la positivité de P, on a pour tout x € X (Q),
exp (fx) . P(X=x) <ch(t).P(X=x).+sh(t).(x.P(X=1x)).(*)
Or les familles (P (X = x)),ex(q) et (x.P (X = X)) cx(q) sont sommables et

> P(X=x)=T1car ((X=x)),ex(q) estunsysteme complet d’événements

Y x.P(X =ux)=E(X)=0car X est supposée centrée
reX(Q)

Donc les familles (ck (t) .P (X = X)) ex(q) et (sh (t) . (x.P (X = x))) ,ex(q) sont sommables et
S ch(t).P(X=x)=ch(t)

xeX(Q) v
s sh(t).(xP(X=x)=0 )

Donc compte tenues de (¥), (**) et (***),

E (exp (tX)) < ch(t).

Mais par le 8,
2
ch(t) < exp <t2> .

Donc
t2

E (exp (X)) < exp <2>
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11.

Et ceci pour tout f réel. Donc X est 1—sous-gaussienne.

Lo s 1
Si maintenant X est bornée par « et centrée, alors on vérifie que —.X est bornée par 1 et centrée.
lo4

. 1 .
Donc d’aprés ce qui précede, —.X est 1 —sous-gaussienne.
o

fon o (1) 20 )
E <exp (bx)) < exp (f)

E (exp (£..X)) < exp <cx22.t2>

Donc pour tout ¢ réel,

ou encore Vt € R,

ou encore Vt € R,

Donc X est a—sous-gaussienne.

Soit t réel.

Comme Xj, ..., X, sont mutuellement indépendantes et chacune admet une espérance finie,
alors les variables aléatoires

exp (t.11.X1),...,exp (f.uq.X,) sont mutuellement indépendantes et chacune admet une es-
pérance finie, donc leur produit

exp (t.11.X1) ... exp (t.11.X,) admet une espérance finie et
E (exp (f.pu1.X1) ...exp (f.u1.X,)) = E (exp (f.p11.X7)) ...E (exp (t.1t1.X»))
Mais
exp (f.11.X7) ...exp (f.11.X,) = exp ( Zu, )

etVi e {1, ..., n}, X; est a—sous-gaussienne, donc .

2
E (exp (t.u;.X;)) < exp <“2(t2“1)>

(exp ( Zul >> <exp <(X2(t2“1)2> ...exp <W>
(exp < 5 )) - <az.t2 (u%;..+u%)>

Et compte tenue de I’hypothese u? + ... + u2 = 1, on obtient

(o)) 2or ()

n
Donc 3 p;.X; est a—sous-gaussienne.
i=1

Donc

ou encore
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12. Soit £ )0.
Alors on vérifie que
(X >A) = (exp (t.X) > exp (t.A))

et donc
P(X > A) =P (exp (t.X) > exp (t.A)) (*)

Mais la variable aléatoire X est supposé a—sous-gaussienne.donc exp (+.X) admet une es-
pérance finie et de plus c’est une

variable aléatoire positive.

Donc d’aprés I'inégalité de Markov,

P(exp (t.X) > exp (t.A)) < W

Mais toujours puisque X est supposé ax—sous-gaussienne, alors

E (exp (£.X)) < exp (“2;2> .

Donc
o212
eXp <2>
X) > . < = 7
P(exp (t.X) > exp (t.A)) < oxp ()
ou encore

o’t?
P (exp (t.X) > exp (t.A)) < exp <2 — t.)\>
Et compte tenue de 1’égalité (*), on obtient :
242
P(X>A) <exp ((th — t.)\> (%)
D’autre part,
(IX| = A) = (X 2 ) U (=X = A)

Don
onc P(X|>2A) =P((X>AU(=X>A) <P(X>A)+P (=X > A) (*)

Mais comme X est supposé a—sous-gaussienne, alors on vérifie sans peine que —X est aussi
a—sous-gaussienne.
242
ot
P(X>A) <exp <2—t.7\
Donc en appliquant I'inégalité (**) a X et a — X, on obtient 21
P(—X>A) <exp (2 - t.)\)

Et compte tenue de I'inégalité (***), on obtient

o’t?
P(|X]| > A) <2.exp (2 - t.)\)
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13.

On a donc montré que pour tout ¢)0,

a’t?
P(|X| > A) <2.exp (2 - t.A)
. PR A RS p .
En appliquant cette inégalité pour t = ?>O, on obtient I'inégalitée demandée, soit

AZ
P(|X]| > A) <2.exp 52

Supposons X est d’espérance finie donc d’apres le théoreme de transfert, [X] est d’espérance
finie et
E(X)= 5 [].P(X=x)(
xeX(Q)

de plus comme [X] est a valeurs dans N puisque X est supposée a valeurs dans R*.

Donc d’apres le résultat admis, la série Y P ([X] > k) converge et
+o0
> P(X] = k) =E([X]) (™)
k=1
Or
Vk>1,P (X >k)=P([X]>k),(*

puisqu’on vérifie sans peine I'égalitée (X > k) = ([X] > k) pour tout k > 1.
Donc la série 3 P (X > k) converge et

SP(X=K=SP(X 2k
k=1 k=1

Et compte tenues des égalitées (*) et (**), on obtient

+00

ZP(XZk) = 2 [x] .P(X = x)
k=1 xeX(Q)
Mais
[x] P (X =1x) < x.P(X=x)=E(X)
xeX(Q) xeX(Q)
Par suite N
ZP(X > k) <E(X).
k=1

Réciproquement, supposons la convergence de la série S P (X > k), donc la série S P ([X] > k)
de plus [X] est a valeurs dans N,

donc d’apres le résultat admis, [X] admet une espérance finie et
+oo
E((X]) = 3 P(X] = k) (1)
k=1
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donc d’apres le théoreme de transfert, X admet une espérance finie.
Mais X < 1+ [X], donc par croissance de I'espérance,
E(X) <14 E([X])
ou encore, en tenant compte de 1’égalitée (1),
+o0
E(X)<1+ ZP([X] > k)
ou encore, en tenant compte de la relation (***),
400
E(X)<1+ ZP(XZk).
14. Soit k)0.
On vérifie I'égalitée
52 2
exp [P ) 2 k] = |X|>—\/ ¢
Mais compte tenu du résultat du 12),
2
(f In (k))
<\X]>\/n ><2exp - 52
ou encore )
(‘//f In (k))
<|X| > —.4/In ) <2.exp|— 52
Mais apres simplification,
2
<‘//3§ In (k))
exp | — o =2k
Donc
P (|x| > *f In (k)> <2k
10 MP Ibn Ghazi
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15.

Et en tenant compte de 'égalitée (*), on obtient

2
p (exp <ﬁ '2X2> > k) < 2.k7()

D’autre part, si a.3(1, alors n =

27/32 (1, donc la série de Riemanne Y 2.k~ converge et donc
o,

compte tenue de I'inégalité (**)

52 X2
précédente, la série 5 P | exp > > k | converge et

+o0 ﬁZ.XZ +00
> Plexp 5 2k < 2k =20(n).(")
= =1

2.X2
2

Mais la variable aléatoire exp < ) est a valeurs dans R™, donc d’apres le résultat du 13),

2 2
X
exp </3 > ) est d’espérance finie

et

Raisonnons par 'absurde et supposons que pour toute partie finie A de K, K n’est pas inclus

dans U B ¢ et notons H cette
acA a,—

hypothese.

K étant supposé non vide, donc contient un vecteur x, et I'hypothése H appliquée a la partie
{xo} assure I'existence de x; dans

K\B ¢.
X0, ~

2
Soit n > 1 et supposons l'existence de xy, ..., x,, dans K, tels que pour tout

k—1
k e {1,...,n},xk € K\ 'UOB €.
i= x; —
1/2

Encore I'hypothese H appliqué a la partie {xo, ..., x,} assure 'existence de x,+1 dans K\ ‘Go
1=
B «¢.

Xi,

2
On a donc constuit par récurrence une suite (x,), .y d’éléments de K telle que

Vn eN,x,.1 € K\ ,60 B & (%
1= Xi, =

1

11 MP Ibn Ghazi



Corrigé Mine 2015-MP .2014-2015
Maths 2

16.

Et comme K est compact, alors on peut extraire de (x;), . une sous-suite (x(p(n)) N conver-
ne

gente dans K et si on note [ sa

limite, alors il existe p € N tel que pour tout n > p,

xXQy —1 H < 2 et donc par l'inégalité
triangulaire,

Vn > p,

£
XQ(n+1) = XP)|| < 5
En particulier,

XP(pt1) € wa( )
p 7

N| ™

Ceci contredit I'hypothese (*).

D’ou1 I’existence d'un sous-ensemble fini A de K tel que

Kc UB ¢
acA a,i

Soit A un ensemble du type considéré a la question précédente et notons p son cardinal.

On va raisonner par ’absurde et supposons que A contient au moins p + 1 éléments x1, ..., Xp 11
distincts deux a deux.

D’autre part, comme A C K C UAB ¢, alors
ac a,—

Vie{l,..,p+1},3a; € Atelquex; € B ¢
ai, 5

2

D’autre part, puisque card (A) = p,alors 3i,j € {1,...,p+ 1} tel que i # jeta; = a;.

€
I —aill < 5

Donc x; et x; sont dans la méme boule B ¢, donc C 2 et par l'inégalité triangu-
- - ail < 5

laire,

xi—xjf <e.
Ceci contredit ’hypothese :
Vx#y e x—ylhe®
Donc A est fini et son cardinal est majoré par celui de A.
Si de plus A est de cardinal maximal parmi les sous ensembles de K vérifiant la propriété (*)
précédente, alors K C U Bg,.
aen
En effet raisonnons par 'absurde et supposons K non inclus dans UABM, alors il existe b € K
ac

eth ¢ agABa,g, donc

Va e A, ||b—al)e.
Donc si onnote A" = AU {b}, alors A’ vérifie la propriété (*) si dessus et card (A") = card (A\) +
1)card (N).
Ceci contredit I'hypothese faite sur A.
D’ou
Kc ag/\B“'£

12 MP Ibn Ghazi



Corrigé Mine 2015-MP .2014-2015
Maths 2

17.

18.

Remarque :

L'existence de A partie de K et de cardinal maximal parmis les sous ensembles de K vérifiant la
propriété (*), découle du fait que

la partie {cardA | A C K et A vérifie (*)} est une partie de N non vide et majorée par card (A)

. . € SR TP .
Soita € A.Six € B ¢,alors ||x —a| < 5 donc par I'inégalité triangulaire,
ke
2

£
[ = [lx = alf + [la]l < 5 + [la]

Mais A C S§"7!, donc |ja]| = 1.

Donc c
< -4+1
Il < 5+

Par suite
En particulier

Donc

il U/\B e | <ulB £
ac , = 0,1+=
2 2

Or A vérifie I'hypothése (*) donc les compacts B ¢ pour a € A sont deux a deux disjoints, donc
o=

2
B B N = card(A). ()"
ne) - 3] - 26 - ()
H aen a,% z " - aez/\ 2 2
Et en tenant compte de 'inégalité précédente, on obtient

curd(/\).(%)ngu B01+£ :(14_5)”
T2

ou encore

card (A) < (2—;5)”

1
5
Donc en prenant A = {a,b}, alors A est un sous-ensemble du compact S"~!, vérifiant

Soita € S"'etb = —a, alors ||a — b|| = 2. ||a|| = 2)

1
Vi#y e N llx—ylhz ()

Alors en appliquant le résultat du 16), si on note A, un sous ensemble de S"~'de cardinal
maximal parmis les sous ensembles de
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19.

S"~lvérifiant la propriété (*) ci dessus, on obtient

-1
SHCUBl

acy a’i
Et en appliquant le résultat du 17) a A, on obtient
1 n
2+~
card (Ay) < Tz =5"
2

Soiti € {1,...,n}.
Alors
S oM™ (¢
Yi = ZJC]'.MZ-,]- ( )
7=1
n
Mais par hypothese ¥ (xj)2 = 1 puisque x € S"! et pour tout j € {1,...,n}, MZ.('I),...,MI-(Z)
j=1 ' '
sont mutuellement indépendantes et

xj.Mi(y;) est —sous-gaussienne.
. ,

™M=

a—sous-gaussienne, donc d’apres le résultat du 11), y; =
j

Donc d’apres le résultat du 14), dit inégalité d'Orlicz,
0<E(exp (v.4?)) <5

et ceci pour tout i € {1, ...,n}, donc

IﬁE (exp (yy?)) < 5" (**)

D’autre part, les variables aléatoires M 1(7)

indépendantes, donc en tenant

pouri,j € {1, ..., n} sont par hypothése mutuellement

compte des égalités (*) ci dessus, les y; sont aussi mutuellement indépendantes, donc les exp (y.y?)
sont aussi mutuellement

indépendantes, par suite

|
~—
o
X
ae)
—
=
<
o
~—
~—
I

E (]‘l1 exp (y-y?) >
ou encore )
ME (exe (v42)) = E (exp (- 117))
Donc en tenant compte de I'inégalité (**) ci dessus, on obtient
E(exp (- Ivl?)) < 5" ()
Soit maintenant r)0.
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20.

On vérifie sans peine I'égalité
(Ilyll = rv/n) = (exp (v 19]1*) > exp (v-2n))

Donc

P(lyll = rvm) = P (exp (vI1yIP) = exp (v2n) ) (9

Mais d’apres l'inégalité de Markov,

P (exp (v IyIP) = exp (7)) < - (exp (v 11911))

exp (y.r2.n)

Et en tenant compte de 'inégalité (***) si dessus, on obtient

P (exp (7/ ||]/H2) 2 exp (7'72'”» = exp (E;j.rz.n)

P (exp (vlylI*) = exp (vr2n)) < (5.exp (—y.rz))n

Enfin en tenant compte de 1’égalité (****), on obtient,

P(lyll > rv/) < (5.exp (—7))"

ou encore

En conclusion,
Vxe §" L p (HM(").xH > r\/ﬁ) < <5.exp (—)/J’Z))n
Soit 7)0 et supposons HM(”) Hop > 2.r.4/n.

Soit x € S""1 tel que
H M)

- HM(H)'xH *)
op

.On adonc
HM(”).xH > 2.r./n (*)

Mais comme S"~ ! C 9\ B 1,alorsilexistea € A, telque x € B 1, donc
ac/\y a,— a,—
2 2

1
I —al < 5 ¢

D’autre part, en utilisant 1'inégalité triangulaire et le résultat du 2) et 1’égalité (*) ci dessus on
obtient succéssivement

= HM(”).a ~ MM oyt M(”).xH > HM(”).xH - HM(”).u - M(”).xH > HM(”).xH (1—|x—al)
ou encore en utilisant les inégalités (**) et (***) ci dessus, on obtient

HM<”).aH > 2.r/n <1 _ ;) —r/n
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On vient alors de montrer 'inclusion

(2], = 20v) < 3, (] = ev3)

ae/\

Donc par croissance de P,
<HM H >2r\f> <p< [aa.d] Zr.\/ﬁ>
aeN,

Mais
M g

P ( U > r.\/ﬁ)
acN,

Mais d’apres le 19),

n)ga;n(P‘
P(|ma = rvin) < (s.exp (—v%))"

n

az ( HM H > rf) <53 (S.exp (—y.rZ))n = card (\,) . (5.exp (—7/.72))

aeN,

Et en tenant compte des deux inégalités précédentes, on obtient
P (HM(”)H > 2.r.\/ﬁ) < card (Ay) . (S.exp (—y.72>)n
op

ou encore puisque d’apres le 18), card (A,;) < 5",

(M, = 2] < (25050 (7))’
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