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A. Unexemple

1))

2)

3)

4)

2 3 n

1 2 ... n-1
La matrice J est une matrice compagnon son polynéme caractéristique
est y; = X" — 1 obtenue par l'intermédiaire de I'opération C; — C; +
XCy + ...+ X""1C,, donc ses valeurs propres sont les racines n éme de

Soit la permutation o = ,alors J = M.

PR 2km
I'unité soit donc les wy = exp(i—) avec k € {0, 1,...,n — 1}.
n

x7 est scindé a racines simples dans C, alors J est diagonalisable sur C.

1
Wi
Si k€{0,1,...,n— 1}, on vérifie facilement que le vecteur Vi = . est
a),’c;_1
un vecteur propre de J associé a la valeur propre wy. Donc (Vy,..., V1)
est une base de C” de vecteurs propres de J.

1
0
Up=|.|-Sii€{0,1,...,n—1}et meN, alors de la formule des probabilités
0
n—1
totalesona: P(Xy+1 = 1) = ) P(Xm+1 = i/ Xm = j).P(Xp = j), il apparait
j=0

donc que le terme général de la matrice A cherché est P(X,,,+1 =i/ X, =
J), mais avec les hypotheses donnée pour i fixé il reste que deux terme de

1 1 1
probabilités > alors P(X;41 =1) = EP(Xm =i—1)+ EP(Xm =i+1).La

1
matrice cherché est A = 5( J+1D.

A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable, de plus J
est une matrice orthogonale car ses vecteurs colonnes forment une base

1
orthonormée pour le produit scalaire canonique de R", alors A = 5( J+

7Y, Sion pose J = PDP'ou D= diag(wo, ...,w,—1) et P la matrice de

passage de la base canonique a la base formée de vecteurs propres de J,

= PAP oA = 2(D+ DY) =di 2n 2n—Dzx
alors A=PAP " ou A= 2(D+D ) = diag(1, cos(—), ..., cos( ).
n n

1 _ 2km
Les valeurs propres de A sont donc delaforme Ay = > (Wr+wg) = cos(T)

et pas nécessairement distincts.



On a JVj = wi Vi, donc J~ Vi = i Vi alors AVj = A Vi, A est réelle donc
1

— — — J— 1 — /1k
AV = A Vi, donc A(Vi+ Vi) = A (Vie+ Vi), alors Wy, = E(Vk+Vk) =

Akn-1)
est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Toutes les valeurs propres de A sont en module plus petit que 1 et 1 est
1
W, 1
une valeur propre, donc le vecteur T = —

IWoll  vn

5) n estimpair, alors A} — 0 quand m — +oo pour tout k € {1,..., n}, posons
A = PAP™! on peut choisir P orthogonale car A est symétrique réelle.
Alors A™ — diag(1,0,...,0) quand m — +oo donc : Uy, = PA"P7 U, —
Pdiag (1,0, ...,O)P_on quand m — +oo, car I'application M — PMP~! Uy
est linéaire sur un espace de dimension finie donc continue.

L 1
Mais Pdiag (1,0, ..,0)P~"Up = [T,0,...,0'PUp = [T;0, .., 0] —— (_) =1
vn|i|l n )
0
1
AlorsUm—>% : | quand m — +oo.
1

B. Théoreme de Birkhoff-Von Neumann
6) Soit A € [0,1] et M = (M; j)1<i,j<n €t N = (N; j)1<i,j<n deux éléments de

n n n n
By, alors Y (1-ADM+AN);;=1-A)) M;j+AY Njj=1=) ((1-
j=1 j=1 j=1 j=1
MM+ AN);j; donc %, est convexe.

Le terme général d'un élément de 8, est entre 0 et 1 en prenant pour la
norme infini pour une norme sur .4, (R), alors %,, est borné.
n
Pour tous i, j € {1,...,,n} les applications ¢; : M — Z M;j, vi: M—
j=1

n
Y M;;etT;;: M— M; sontlinéaires sur ./, (R) qui est de dimension
j=1
finie donc continueset (] ;' {(B(y;' {1} [ T;;10,+ool= %y, donc
l<isn 1<i,j<n
9B, est un fermé.



7)

8)

9)

A (R) est de dimension finie, alors 98,, est un compact de .4, (R).

La matrice nulle n'est pas un élément de 98,, qui ne peut donc pas étre
sous espace vectoriel de .4, (R).

Si M € &, alors chaque ligne et chaque colonne de M contient un seul 1,
donc M € 98,, et la premiere inclusion.

I,, € &2, donc I’ensemble est non vide.

Soit My, , My, deux éléments de &2y, alors My My, = My, o, €n effet (Mg, My,)ij =
n

Z (Mg)ik(Mg,)kj tous les termes de la somme sont nuls sauf dans le cas
gﬁlal(k) =ietoy(j)=kquisécrito;oo,(j)=1.

Alors My M, 1 = Miq = I, donc M;' = M1 € 2, ainsi 2,, < GL,,(R).

Si M, € &2, alors M(’,“ = I,, car n! est le cardinal de 2,. Le polynéme X" -1
est annulateur de M, comme il est a racines simples, alors M, est diago-
nalisable.

1 1
Les deux matrices I, et J sont dans &2, et la matrice —I,, + —J ¢ &2, car
une matrice de permutation c’est une matrice qui contient un seul 1 dans
chaque ligne et dans chaque colonne, donc &2, n’est donc pas convexe.

Soient M, € 2, et M,N € %, et A €]0,1[. On suppose que My = AM +
(1-A)N. Si (My);,j = 0 alors (M); j = (N);,; = 0 car tous les termes de la
somme sont positifs et de somme 0, mais si (My); j = 1, alors 1 = A(M); j+

1-(N);,
(1-A)(N);,j,donc T” = ((M);,j—(N);,j) et puisque M, N € 98, alors
Vi,jell,..,n}; (M);;(N);j€[0,1], ceci donne (M); j — (N); j =0 etona
1= (M) ;

de méme W =((M);,j — (N);,j), donc ((M);,; — (N);,;) =0, donc ce

dernier nombre est nul, par suite ((M);,; = (N); ; dans tous les cas, alors
M=N=M,.
Donc toute matrice de &7, est extrémal dans %,,.

A € %, mais n'est pas une matrice de permutation, alors il existe un coef-
ficient A; ;, €]0,1[, lasomme de tous les termes de la i; éme ligne de A est
1,donc3A; j, €]0,1[. le méme travail sur la colonne j, de A, 3A;, j, €10, 1],
le méme travail sur la ligne i, de A, on construit par récurrence une fa-
mille (jy, i1, j2,i2,....) telle que les ceefficients A;, j,, Ai,,j,.,, €10,1[, I'en-
semble des indices étant fini, donc a un certain moment 1'un des indices
de ligne ou de colonne se répete.

Si c’est la colonne qui se répeéte c’est bien, si non on refait le méme travail
avec la matrice ‘A qui est aussi bistochastique qui n’est pas une matrice
aussi de permutation.

Remarque r = 2.



10)

11)

12)

On remarque que cette matrice vérifie BV =0et ‘BV=00ouV =|: |, 1la

condition A € 98,, est équivalente 2 AV = AV =V,

Soit a = le minimum des ccefficients construit dans la question 9), le
nombre a €]0,1[, et Vi, j € {1,..,n}, A; j— aB; j, Ai j + aB; j € R", de plus
(A-—aB)V =V =(A+aB)V, donc les deux matrices A— aB et A+ aB sont
bistochastiques, et on %(A + aB) + %(A —aB)=AetA+aB # A, donc A
n’'est pas extrémal de 2,,.

les éléments de &2, sont des éléments extrémaux de %8,, ceci d’apres la
question 8), et de cette question ce sont les seuls.

Si M € My 4(R) est une matrice extraite de Aavec p+qg=n+1.Sion
suppose que M = 0. quitte a réarranger les lignes et les colonnes de A, on
peut supposer que M est constitué par les p premieres lignes de A, et les
q premiéres de A.

n
Alors Vie{l,..., p} Z M; =1, donc

j=q+1
14 n n P n n
Y Y Mij=p= ) Y Mj< Y ) M;;=n-gq, absurde avec
i=1j=q+1 j=q+1i=1 j=q+1i=1

p+qg=n+1.Donc M =0.

Supposons que Ag = 1, alors Vj € {1,..,n}, Ay(j);j =1, la matrice contient
sur chacune de ses colonnes un 1 c’est donc le seul et les autres termes de
la colonne sont nuls car A est bistochastique. de méme o est une bijec-
tion donc {o(1),...,0(n)} = {1,...,n}, et puisque Vj € {1,...,n}, Ay; =1
alors sur chaque ligne il y’a un seul 1, c’est donc le seul et les autres
sont nuls, alors A est une matrice de permutation, absurde, conséquence
Ao #1.

A—AgMg)V = AV = Ao M, V) =
l—ﬂo( 0 O’) 1_10( 0iVig ) 1—10

(A=A M,V = N _AO(tAV—)LgMUV) 1%
AijZO si O'(])?fl

Ag(j)j—/loz() si O'(]) =i

On a Vi,j € {1,..,n}; A;; € [0,1] et Ag)1.... Ao(myn > 0, donc Ag €]0, 11

Conséquence Ay est bistochastique.

(V-2AV)=V

et (V-2V)=V

1- 1o
Vi, jedl,..,n} Aij_/lo(MU)ij:{

Jjo € {1,...,n} tel que Ao = Ag(jy)jo, alOrs (Ao)o(jo) jo = 0 car (Mo)o(jo) jo = 1-
Alors Ao'(jo)jo Z0et (AO)O'(jO)jO =0
Or (Ao)o(j)j = (A)o(j)j — Ao =0 et (A)g(j); > 0.

4



13)

14)

C.

15)

Si o(j) # i, alors (Ag);j = (A);;j. Donc Ap a au moins un élément nul de
plus que A.

D’apres la question précédente il existe o, qu'on va noter o tel que A =
AoMg, + (1 = Ag) Ao, si Ag € &y, C’est terminer car les ceefficients Ao, (1 -
Ao) €]0,1[ de somme 1.

Si non on répete le méme travail a la matrice Ag qui peut donc s’écrire
A,lMo'l +(1 —Al)Al, alors A = /10M00 +(1 _A/O)A/IMUI +(1 —/10) (1 —/11)A1, qU.l
s'écrit A oMo+ A1 Mgs1+ A2 A avecles A; €]0,1[ de somme 1, avec A, € %,
contient au moins deux 0 de plus que A, les ccefficients d'une matrice
bistochastique sont en nombres finis le processus doit s’arréter et il existe
My, ..., Ms € 27, et des ceefficients Ay,...,A, €]0,1[ de sommes 1 tels que
A=AgMy+...+ A M.

2, est un ensemble fini de cardinal 7!, c’est exactement le nombre de
permutations des vecteurs colonnes de la matrice I,. donc Mlngg @ (M)
€

n

existe, soit B € &, tel que inf ¢@(M) = @(B).

Me2?,
¢ est une forme linéaire sur un espace de dimension finie donc elle est
continue.

9%, est un compact, et ¢ est a valeurs dans R, donc ¢ est bornée et atteint
ses bornes en particulier sa borne inférieur c’est a dire A € %, tel que

inf = @p(A).
A}g@ﬂ(p(l\/l) p(A)
Ona inf @(M) < @(N) pourtout N € &2,,.
Me%B,
Donc si on suppose que A € 8,\%?,, alors Min@f @ (M) < @(N) pour tout
€Xn

N € 2, en particulier ¢(A) < ¢(B) I'inégalité est stricte.

Mais de la question précédente dont les conditions sont vérifiées, A =
N S

AoMp + ... + AsM les M; € Py, donc @(A) = ) Aip(M;) = ) Aip(B) =

=1

¢(B)

Alors @ (A) < p(B) et p(B) < ¢(A), absurde, donc A€ &,,.

Remarque:Ona Ae &P et@(A) = inf (M) =< inf ¢(M)<¢(A),donc:

Me%, Me2?,

i=1 i=

inf @(M)= inf (M
g, 00 = it (00

Inégalité de Hoffman-Wielandt

IPAQI* = tr('Q"'A’PPAQ) = tr('Q'AAQ) = tr(Q'Q'AA) = tr('AA) = I|AI%,
d’ot I'égalité demandée.



16)

17)

18)

les matrices A et B sont symétriques réelles donc orthogonalement dia-
gonalisables 3R, S € 0, (R) et D 4, Dp deux matrices diagonales telles que
A= RDZR etB= SDES, alors :

IA-BI? = |RD',R - SD'S||” = |'R(RD,R - SD}5)S|| question précédente.

Donc | A— B||? = | D ,RS ~'RSDg||*. On prend P = ‘RS € 6,,(R) car 0, (R)
estun groupe et '/R=R"1.

Tout d’abord le terme général R; ; = (P;, j)z >0deR.

n n
Soiti € {l,..,n}, Y Ri;= Y (P;j)* =1, car cestla norme du i éme vec-
j=1 j=1
teur ligne de P qui est orthogonal.

n n
Z Rji= Z (Pjy,-)2 =1, car c’est la norme du i éme vecteur colonne de P
j=1 j=1
qui est orthogonal.

Posons Dy = (d;,;), alors (DsP);; = i d; Pr,j = Ai(A)P; j, de méme
(PDp); j = Py jAj(B). -
Or |A=B|* = }_(D4P - PDp); ; = }_(A:(A) — 1;(B))*P} ;. ici on a utiliser
le résultat SuiV;ilt | Al = tr(PAA) = i]Af i

L

Alors [|A-BII* =Y (Ai(A) - 1;(B))*R; ;.
ij
Ona) (A;(A)—A;(B)?*R; ;= inf Y M;;(A;(A)-A;(B)
i Me%B, i
En considérant ¢ la forme linéaire sur .4, (R), définie par :

e(M) =Y M; ;j(A;(A)-1;(B)*
i,j
Par application de la question 14) :

] .. . — . 2 f— 1 PR . — . 2
nf 3 M j(4i(A) = A;(B)* = inf 3 My j(Ai(A)~A;(B)

nl,] nly]

n
Alors ||[A-B|? = nloin;MU(j)j(/lg(j)(A) — 1;(B))* car lorsque o(j) # i,

J
MiijO.

n
. _ . 2 2
Puisque My (j); = 1, alors : ngnj;(ita(j) (A)-A;B)) =<[lA-B|".



19) Du théoreme de Transfert, E(|X — Y|?) = Z(ai - bj)ZP(X =a; ﬂ Y =bj)
i,j
On pose R la matrice carrée d’ordre n définie par R; j = nP(X = a; Y =

n
bj) = 0, de plus Z nP(X = aiﬂY =bj) = nP(Y = bj) =1 pour tout j €
i=1

n
{1,.,n},et Z nP(X = aiﬂ Y =b;j)=nP(X =aj)=1pourtoutiefl,.,n},
j=1
alors R est bistochastique. de la question 14), 3M,; € &2, telle que :

n

n
Y (@i=b)*nP(X=a;i( Y =bj) 2 }_ Rojj(do(jy—b)* =} (a(jy — b))

i,j j=1 J
Alors

1 n
E(X-YP) = ;Z(aa(j) —bj)?
j

- 2 2 2 2
Et puisque (ay — b))+ (ag+1) — bi+1) - (agy—Dbg+1) +2(Ll(i+1) = b))+
2(biy — b)) (ag+1) — awy) < (agy — bi+1)” + (ag+1) — b))

Alors

1 n
E(X-Y]’) 2 - > (agj) = b)?
J
. 2 1¢ 2
conséquence d-(Py, P;) = - Y (ag)— b))

J
D’autre part pour (X, Y) un couple de variable aléatoire dont la loi est

S
donnée par P(X = a(;)[ |Y = b(j) = %, enremarquantque P(Y = b(j)) =
o0i,j 1

"k

n n

8i,j

=P(X =a()), alors X ~PyetY ~ Py, et E(|X -

i n

1Z 1
Y|2) = ;Z(a(]’) - b(j))z, alors dz(Pl,Pz) =< EZ(&(]') — b(]'))z
J J
2 1 2
Alors d (Pl,Pz) = EZ(@(]') - b(]'))
J
& 2 2
D’apres la question 18), mUm]Zl lagj)—bjl” < |A-BJl".

n
Qui s’écrit aussi n}fin Y lagy - b(j)lz <||A- B>
j=1
n
Pour un choix d'une permutation on obtient )_ |aj) — by} ><|lA-B|?
j=1
Donc nd?*(P1,P,) < | A- B

Pour vos remarques ... sadikoulmeki@yahoo.fr



