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I-Produit de convolution
I-A Généralités
I-A-1) :
a)eva,t € R, |f(t)g(xz —t)] < |f()|llgllec » OF f est intégrable sur R, donc par comparaison Vz € R, la

fonction t — f(t)g(xz — t) est intégrable sur R, ce qui assure la définition de f x g dans R.
¢ Linégalité précédente entraine que Vz € R, |(f * g)(2)] < ||gllooll 11, dONC || f * glloo < llglloollf1]1-
+oo “+o0

lg(t)|dt = /_ lg(x — t)|dt.

OnaVvz,t eR,|f(t)g(z—1t)| < %(|f(t)|2 +lg(z —t)[%), donc par comparaison f = g est définie sur R.

b) e« On signale que si g € L'(R), alors Vx € R, ||g||; = /

—00

e De I’inégalité précédente on aura Vz € R, |(f * g)(z)| < (||fH2 + |lg||3) et par suite

1f % glloo < 2(IIfIIz +1lgl13)-

+oo
I-A-2) Yz € R, (f x g)(z) = / f(t)g(x — t)dt, et avec le changement u = « — ¢ on obtient

+o0 o
(Fe9)@ = [ fle - wgtudu= (g (a).
I-A-3) f et g sont a support compact, donc 34, B > 0 tels que f = O(respectivement : ¢ = 0) en dehors de
[—A, Al(respectivement : [-B, B]), alors V|x\ > A+ B,|t| < A, \x —t| > |z|-|t| > A+ B —- A= B,donc

+oo
g(x —t) =0, et par suite (f = g)(x )_/

— 00

ft)g(z —t)dt = / f(t)g(z —t)dt = 0, ceci asssure que f xg
est a support compact.
I-B :

I-B-1) ¢ — Supposons que h est uniformément continue sur R et soit ¢ > 0, alors I > 0 tel que Vz,y € R
vérifiant |z — y| < n, on a |h(z) — h(y)| < ¢, alors
Ve € R,V|a| < n, |(z — a) —z| = |a| < n,donc |(Ty(h) — h)(z)| = |h(z — a) — h(z)| < e, ce qui entraine
que VY|a| < 7, |[Tw(h) — h|le < &, donc hmo ITo(h) — h|lcc = 0.
a—>
e < Supposons hmo ITo(h) — h|loc = 0 et soite > 0, alors 3n > 0 tel que
a—>
V|a| <n,Vz € R, |h(z — ) — h(z)| < g, donc Vz,y € R vérifiant |z — y| <n,on a
|h(y) — h(z)| = |h(z — (z — y)) — h(z)| < &, ce qui assure 'uniforme continuité de h sur R.

I-B-2) Soienta,z e R,onaT,(fx*g)(x) = (f*g)(x—a) = / f(t)g(x—a—t)dt et par le changement de variable
R

u =t + «, on obtient T, (f * g)(x) = /Rf(u —a)g(x —u)du = /RTa(f)(u)g(x —u)du = ((To(f)) * g)(x),
donc T (f * g) = (Ta(f)) * g-
I-B-3) Va € R, [(Ta(f * g) = (f * 9)) ()| = [(Ta(f)) * 9)(z) = (f x 9)(2)| = [(Ta(f) = f) * 9)(2)] =
=| | (To(f) = f)(t)g(x — t)dt| et par I'inégalité de Cauch-Shwarz, on aura
R
[(Ta(f+g) = (f *9))(@)] < |Ta(f) — fll2llgl2 et le passage au sup, entraine que
1Ta(f 9) = [ % glloe < I Ta(f) = fll2llgll2-
I-B-4) D’apres l'inégalité précédente, il suffit de montrer que o}i—H>10 ITo(f) = fll2 =0.
f étant continue et a support compact, donc f est uniformémént continue sur R, donc d’aprés I-B-1,

tho IT.(f) — flleo =0, si on suppose que f est nulle en dehors de [— A, A], alors
2A

Yial £ A ITa(5) = fI = [ 1(Za(5) = H@Pdt < AAITa() - fI, done lim [T.(£) - fll2 =0.

—2A



I-B-5) e On introduit la suite de fonctions continues a supports compacts définies par

1 1
1 surl-n+ -,n — 5]
* — . 1
¥n € N%,un =9 affine par morceaux  sur|—n, —n + SVl =357
0 ailleurs
—n+3 +o0
o Soit f,, = fuy, alors Vo € R,n € N*, | To(f = fo)ll3 = [If = full3 < / \f(t)lzdw/ 1 If(®)Pdt — 0

2
lorsque n tend vers +oo (car f € L%(R)).

e Soite > 0, alors : ,

3N € Ntel que |IZ.(f — fw)l3 = 1f — ful3 < 5

- fn étant continue a support compact, donc d’aprées la question précédente 3n > 0 tel que V|a| < 7,
|Ta(fn) = fNll2 < g

e EnconclusiononaVve > 0,3 > 0telque Via| < 0, |Ta(f)—fll2 = |1Ta(f—fN)+Tu(fN)—fn+In—fll2 <
1Za(f = F)ll2 4 | TalFn) = Icllo+ 5 = Fllo < S+ 5+ 5 == dou lim [ Ta(f) - fll2 = 0 et linégalité de
la question I-B-3 entraine que o}ino IT.(f) — fllo = 0 et la conclusion est assurée par la question I-B-1.

I-C-1) :
a) o (z,t) — f(t)g(z — t) est continue sur R2.
o V(x,t) € R%, |f(t)g(z —t)] < lgllec] f(£)] = ©(t),  étant continue positive intégrable.
e Ainsi les hypothéses du théoréme de continuité sous le signe intégrale sont vérifiées, ce qui assure
la continuité de f x g.

b) e Vz,a € R, [(Ta(f * 9))(z) — (f xg)(z)| = \/R(Ta(g) —9)()f(x —t)dt] < [[Talg) — gl 1, donc
ITo(f *g9) — (f * 9l < ITulg) — gllollfll1, OF g €st uniformément continue sur R, donc d’apres la
question I-B-1), limO ITw(9) — gllo = 0, et par suite lim0 ITo(f xg) — (f xg)]lcc = 0, Ce qui assure

a— a—
I'uniforme continuité de f * g sur R.
I-C-2) eVz € R, t — f(t)g(x —t) est continue sur R.
oVt € R, z+— f(t)g(x —t) est de classe C* sur R.

or .
o Va,t € R, Vp € [[0, K], |5 (F(Dg(a—1)] = |F (D)9 (@=1)| < g7 ]lc|f(1)] = 2,(t), les o, soNt continues
positives et intégrables.

Donc d’aprés le théoréme de Leibniz, f * g est de classe C* et on a
Vo e R Yp € [0.H], (4 9)P (@) = [ f0)g0 @~ )it = (£ 97 (@)
R
I-C-3) :

a) Il s’agit du théoréme de Dirichlet :
Si ¢ est une fonction continue, 27— périodique et de classe C' par morceaux, alors g coincide avec
sa série de Fourier.

b) e g est 2r— péridique, donc aussi pour f x g.
e g est continue 27— péridique, donc g est bornée sur R, donc d’aprés I-C-1, f x g est continue.
e ¢’ est 2r— périodique continue par morceaux, donc bornée sur R, donc d’apres I-C-2, f * g est de
classe C! par morceaux.
e En définitive, f x g vérifie les hypothéses du théoreme de Dirichlet, f * g coincide avec sa série de
Fourier.

2m 2m
cineNen(f )= g- [ (oo =g [7( [ gt - i) e s, or
27T 0 27T 0 R
2 27

/ / If()g(x — t)e” ™ |dxdt < / (/ lg(z — t)dx) |f(¢)|dt, et le changement w = © — ¢ avec g

RJO R 0

2m 2m
27— péridique, on obtient / lg(z —t)|dx = / |g(w)|du, donc
0 0
2T 2m

/ (/ lg(z — t)|dx) F()|dt = (/ |g(u)du> If ]l < oo, donc d'aprés le théoréme de Fubini, on

R 0 0

o : 1 [ , ,
peut permuter les deux intégrales, ce qui donne ¢, (fx*g) :/ <27r/ g(x—t)e_m(w_t)dx) f(t)e~"tdt,
R 0



et la 2 — périodicité de = — g(z — t)e~"(*=1) entraine que

1 2m ) 1 o0 ' |
— / glaz—t)e @ gy = —/ g(u)e "™ du = ¢, (g), et par suite ¢, (f*g) = cn(g)/ f(t)e " dt.
21 Jo 2m Jo .

I-D-1) Soientz € R, e > 0.

e La continuité de f en x entraine qu'il existe a > 0 tel que V|t| < a, |f(z —t) — f(z)] < g
e lim o (t)dt = 0, donc 3N € N tel que ¥n > N o (t)dt < .
400 Jit1>q t|>a 4| fll oo

o AINSi Vi > N, |(f * 6,)(x) — f(2)] = | / (Fl&— 1) — f(@)) ba(t)] <

< /|t>a |f(x—1t)— f(m)lén(t)dwr/tl@ |f(z—t) = f(@)|0,(t)dt <
B)
2 Jit1<a

<2flle [ dutte+ S | :
[t > It1<

a(t)dt < 2Hf||ooL tg=e d’ou la convergence simple de f * 4§,
vers f surR.

A fll
I-D-2) Soientz € R,n € N, |(f *d,)(z) x)| = |/ Ti(f (t)dt| < / IT:(f) — fllocOn(t)dt, Or f
est a support compact, donc uniformément continue sur R, et d’apres I-B-1
lim | 73(f) = fllos = 0.

e Soit ¢ > 0, alors Ja > 0 tel que V|t| < «a, |T:(f) — fllo gi,de lus lim on(t)dt = 0,
5 p

n—>-—+oo [t]>a

donc N € N tel que Vn > N, On(t)dt < ﬁ et par suite Ve > 0,3dN € N tel que Vn > N
lt|>a e
« 5
(F #8) (@) — f(2)| < /| 1B = Tl [ ) = Mlalt)dt < 20 g+ 5 = = cec
t|Z>a —a
Vz € R, d’ou la convergence uniforme de f * d,, vers f sur R.
I-D-3) :
1
a) e ll estclair que h,, > Oet/hn :/ h, = 1.
R —1
e Soite > 0, alors :
-Sie >1, h,, = 0.
[t|>e
. " . 2 ! 2\n 2 2\7
-si ¢ €]0, 1], par parité de h,,, on obtient hn=— [ 1—=t3)"dt < —(1—-¢%)",or
|t]>e An Je An

1 1
2 . .
An = 2/ (1—t3)"dt > 2/ (1-t)"dt = ——, ce qui entraine que / By < (n41)(1—e*)" — 0
0 0 n+1 [t|>e
lorsque n tend vers +oo.

N 1 3

oVz € [— ;;] /f w(x —t)d :)\L 71f(t)(1f(zft)2)”dt,or

b) e D’aprés la question I-A-3, f x h,, est nulle en dehors de [—

ol .—.

11 o1t
Ve [-5. gl — (- (= —1)? Zak k. donc (f * hn)(x) == Y ( f(t)ak(t)> z*,
donc f x h,, est polynémiale sur [—5, 5].

o) Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur [a, b] et soit [c, d] contenant strictement [qa, b].
c+d

Prolongeons f en une fonction continue, nulle en dehors de [c,d] et soit ¢ : t — (d — )t +
. 11 s - .
alors g = foyp est continue, nulle en dehors de [—5, 5} et d’apres I-D-2), g est limite uniforme d’'une
. . R a 11 .
suite f * h,, qui est d’apres I-D-3-b), polynémiale sur [—5, 5}, donc aussi pour f sur [a, b].

I-D-4) Supposons que la réponse est affirmative, alors en particulier, on aura
N . . 1
Vn € N, h,, = h,, * g, donc d’apres I-D-1, (h,,), converge simplement vers g, et par suite h,,(0) = . tend
vers ¢(0) € R (g est bornée), or le changement ¢ = sin(#), montre que A, est une intégrale de Wallis

A\p = 2/ cos®™t1(0)do ~ 2,/ 2n1 T donc h,,(0) tend vers +oo, ce qui contredit ¢(0) est fini.
0




ll-Transformée de Fourier
II-A Va € R, |f(z)] < / |f(t)|dt = || f]|1, donc f est bornée et || flloe < |Ifl1-
R
II-B :

II-B-1) :

a) eVr,t R, |f(t)g(z —1t)] < |lgllool f(t)] € LY(R), donc Vo € R t — f(t)g(x — t) est intégrable sur R.

o/R(f*g)(x)dx/R</Rf(t)g(zt)dt)dx or/</ £(t) |gxtdx)dt /|f </]Rgxt|dz>dt

et [ late - lds = [ lg(wlan, donc/R(/Rw ||gx—t>|dx) at = (£ llgll < +oo,

donc le théoréme de Fubini nous permet de permuter les deux intégrales, ce qui donne avec

/(m—t)dw—/R()du /( ¥ 9)( dm—/f (/ x—t)dx)dt /f (/ (u)du)dt:
(L sr) (f o)

b) Vt,u € R, posons fi(t) = f(t)e ™, g1(t) = g(t)e ", alors f; et f, sont intégrables et ona : Vz € R,
(hrxon@ = [ A= 0mOd = [ o =g =t = (fxg) @)

En appliquant I'égalité précédente a f; et g;, on aura : Vu € R, m(u) = /(f x g)(t)e tdt =
R

[ e anwa - ( / fl(t)dt) ([ n0at) = Ftw) x 3w, done 5 = 7 x5

II-B-2) e Soit f la fonction affine par morceaux, paire, nulle sur [0, 1] et ¥n € N* f nulle en dehors des segments

1
[n,n + — ] et prend la valeur n au milieu.

1
2nt(t — ' tenn+-—
n*(t —n) 1 st [n,n+ 2n3}1
e Sur chaque intervalle [n,n + 1], on a f(t) = 72n4(t7n——3) st te[n+23,n+—3}
n
0 si ten +$,n+1]

1
4nB(t —n)? si ten,n+ ﬁ}

1 1 1
2 _ 2 .
Donc f%(t) = ¢ 4n? (tfnfﬁ) si tG[nJrﬁ,nJrﬁ]
0 si ten+—,n+l1]
n

./f2/+oo EOO ,donc f € L'(R).
R 0

’= +w2—+§m2 d L3R
./Rf_z/o 2= 3—,0an¢ (R).

n=1

eOnadonc f € L*(R), mais (f % f)(0 /f2—+oo
II-C :

II-C-1) o Siz # 0, ky(x) = / (1—'”) e it = / (1—t) (€7 4+ ei™)dt = 2 / (1_t> cos(wt)dt
—n n 0 n 0 n

., Kl B t) sz‘n(a:t)r N 2 nsin(xt)dt _ 2 [_005(1‘0]: _ i(l — cos(nz)) = isinZ (nm)

n x o nxJo nx x na? na? 2
. (@)
= Qp 2 .
—~ n t
OSiwzo,kn(x):2/ (1—>dt:n.
0 n

« En conclusion Vz € R, k, (z) = ngp (%)

II-C-2) La fonction ¢ est continue sur R et au voisinage de l'infini |p(x)| < pox donc par comparaison ¢ est
intégrable au voisinage de +co.

II-C-3) e C’est clair que Vn € N, K,, > 0 et le changement u = % conduit a /E; = 2/ p = 2w, donc
R R

[ #n=1.
R



e Soit e > 0, E,: est paire, donc :
—e +00 “+o00 +oo
4 2 e
K, = K, = i/ © (m) dx < < — zdr=——0 lorsque n tend vers l'infini.
oo . 2m J. 2m new TNE
e En conclusion, (K,,), est une approximation de I unlté.

II-D :

I-D-1) Vt € R, (f * K,)(t) :/f( VK (t — u)du = i/f(u) /Rk:n(x) e~ =W dy ) du, or

A(Afwe““wﬁin|m—/(/V|mykmM~(/u aw) ([ kuteyic)

= [[fll1kn(0) = nf| flls < o0,
ce qui permet par le théoreme de Fubini de permuter les deux intégrales donc

(f % Kn)(t) = /(/f “‘“"du) () *mdxf—/ e " dy = I,,(t).

11-D-2)  Soient z € R, = > 0, alors ¥n € N*, (f + K)(t) — f(t) = /R(f(t S 2)— (1) Ko (2)dz =

" (ft—z)—f@t) ¢ (%) dx et le changement de variables u = % donne

= /.
1 2u

s - 0= [ (r6-2 50} plue

e La continuité de f entraine que hniOO ft— 2:) — f(t) =0, donc 3N € N tel que

Yn > N, |f(t— 2—u) —f@®)] <e,donc |(f * K,)(t) — f(t)] < 1 / o(u)du = g, ce qui entraine que
n T JRr

VEeR, lm (fxKa)(t) = f().

o-Vt €R,Vn €N, t —> ky,(2)f(—z)e i est intégrable .
-Vt € R, Vo € R la suite n — k,(x) f(—x)e”* converge vers f(—z)e % |
-Va,t €R, [ka(z) f(—2)e™ | < |f(-=)| € L1(R).

Donc d’'aprées le théoreme de la convergence dominée, I,,(t) converge vers/ f(—x)e‘mdx = / fla)e™ da.
R R

e Lunicité de la limite entraine que vVt € R, f / f(z)e'dz.

llI-Convolution et dimension finie
ITII-A : On note ici que ¢, (f) = (f * ¢)(0).

p
III-A-1) e <= Supposons que (yy,, ..., ¢y,) est libre et soient Ay, ..., A, € R tels que Z Akgr = 0, alors

k=1
p p
VfeL'(R ( Z)\kgk > = el g0 Z/\ng =0,donc Y  Arpg, = 0 et par suite
k=1 k=1
A==
p
e — Supposons que (g1, ..., gp) est libre et soient A1,..., A, € R tels que ZAW% = 0, c’est a dire
k=1
p
Vf e LY(R /f (Z /\kgk> t)dt = 0, en particulier pour f : t — <Z )\kgk> , on obtient
k=1
[ Z Megi||? = 0, ce qui donne Z Mg = 0 et la liberté de la famille (g4, ..., g») entraine que :
k=1 k=1
A== Ay = 0.

ITI-A-2) e Supposons que rg ((fn)nen) = p, quitte & réordonner les indices on peut supposer que (f1, ..., fp)
est libre, donc Lapplication
v E — RP qui a z fait correspondre (f1(z), ..., f(z)) est surjective, et par suite

Ker(y) = ﬂ Ker(fx) = m Ker(fr) = K est de codimension dim(Im(y)) =p = rg((fn)n)-

k=1 keN
e Supposons que le rang de (f,), est infini, alors Vp € N on peut extraire une famille libre a p élé-

ments de (f.)n, Quitte & réordonner les éléments de cette famille, on peut la prendre (fi,..., fp), or



P P

K = ﬂ Ker(fy) C ﬂ Ker(fx), donc codim(K) > codim(ﬂ Ker(fr)) = rg(f1,..., fp) = p, ceci pour
keN k=1 k=1

tout p € N, donc la codimension de K est infinie.

ITI-A-3) f € N, si, et seulement si f x g = 0 si, et seulement si Va € R, (f * g)(—«) = 0 si, et seulement si
Va € R, (f*Ta(g))(0) = 0si, et seulement si Vo € R, o7, (,)(f) = 0 si, et seulement si f € ﬂ Ker (¢1,(9))

a€cR
Donc N, = ﬂ Ker (¢r,(4), €t d'aprés la question précédente, sa codimension est égale au rang de
a€eR
(¢7.(9)) e QUi d'aprés la question lll-A-1 égale & g ((Tu(9)) yep) = dim(Vy).
I1I-A-4) :
a) Vy, =Vect{T,(g9)/a € R}. Vo, t € R, To(g)(t) = gt —a) = eiBlt=a) — e=iBag(t) = ¢~BeTy(g)(t), donc
dim(Vy) = 1.
b) e Sin =0, la fonction nulle répond a la question.
n—1 n—1 n—1
e Sin # 0, soit la fonction g(t) = Z ek alorsVa,t € R, g(t—a) = et klt—e) = Z eIkl
k=0 k=0 k=0

donc V, C Vect (1, et 62-@,&)_
n—1

o Lafamille (To(g), ..., Tn-1(g)) est libre, en effet soient Ao, ..., A\n—1 € C, tels que Y | A, Ti(g) = 0, donc
k=0

n—1 n—1 n—1 /n—1
VEER, D A (Z e ris k)> > (Z AkG“ﬂ””“) ¢ 5Pt = 0, or la famille (1,(3"%”2 ...,eiwﬁ
k=0 p=0 p=0 \k=0
n—1
est libre, donc Vp € [[0,n — 1]], Z Are~ "5 PE = 0, on a obtenu un systéme de Cramer de discriminant
k=0
Vandermonde(L, ¢~* %% , ..., e~ “) £ 0,donc Ao, ..., An_1 = 0, d'oll la liberté de (Ty(g), ..., Th_1(g)).
« En définitive V, = Veet (1,15, ., e *571).

ITII-B :

III-B-1) Supposons que dim(V,) = p et soit (Ty, (), ..., Ta,(g)) une base de V.
e g vérifie 'hypothése A, donc d’aprés la question I-C-2, f x g est de classe C> avec Vk € N (f x g)®) =

)4
f+g™®, ce qui entraine 'inclusion N, C N, pour tout k € N, donc ﬂ (Ker (ngai(g))) C Ker (¢, (50))
i—1 N

pour tous k € N, et puisque Tp(g*)) = ¢®, on aura {g, ¢/, ..., ¢»*Y} C V,, donc la famille (g, ¢, ..., gP*V)
est liée, ce qui signifit que g vérifie une équation d’ordre p + 1 a coéfficients constants.

ITI-B-2) = Supposons que N, est de codimension finie, alors d’aprés la question précédente g est solution
d’'une équation différentielle a coefficients constants.
<= Supposons que g vérifie une équation différentielle d’ordre p + 1 a coefficients constants

(E) : glrtD) = Zakg(k) alors Yo € R, (T,(g))#tD) = Za’f , C’est & dire Yo € R, T, (g) est

k=1
solution de (E), donc Vect(T,(g9)) C Sou S est ! ensemble de solution de (E) qui est de dimension finie,

donc dim(V}) est finie.
ITI-C :
III-C-1) dim(Vy) =n, donc Jay, ..., an € Ritels que (Ty,, ..., T, ) est une base de V,, donc

n

Va € R, Al(my(a),...,mp(a)) € R™ tel que T, ( z:mz T, (g), et I'unicité montre bien qu’on défini

des fonctions my, ..., m,, d’une variable réelle.
II1-C-2) :
a) e Soit K = ﬂ (Ker(ey)), alors codim(K) = rg{e,/a € R} dans F*.
a€R
e Soit f € K, alors Va € R,e,(f) = f(a) = 0, donc f = 0 et par suite codim(K) = dim(F) = p, et
par suite rg{e./a € R} = p = dim(F*), d’'ou I'existence de ay, ..., a, € R tels que (e, , ..., €4,) €St UNE
base de F™*.

b) Soit (¢1, ...,gp) la base de F préduale de (e, , ..., €q, ), alors pour tout j € [[1,p]],

Zeat (f)gi = ij (a;)gi, donc la matrice de (fi, ..., f,) dans la base (g1, ...,g,) est M =
i=1

(fi(a ))lgmgp donc:
(f1,..., f») est une base de F si, et seulement si Det(M) = Det(*M) = Det ((fi(aj))lgi,jgp) # 0.



ITI-C-3) e Le sous espace de C(R), F' =V, est de dimension finie égale a n, soit (T, (¢9), ..., Ta, (g)) une base
de F, alors d’aprés la question précédente, A = Det ((T,,(g)(a;))) # 0.

e En appliquant I'égalité de II-C-1 & a; pour tout j = 1,...,n, on obtient T, ( Zm, T.,(9)(a;),
ce quisécrit:Va e R,Vj € [[1,n Zg —a;)m;(«), on obtient ainsi un systéme de Cramer

de discriminant A # 0, donc Vj € [[1,n]], Ya € R, m;(«o) = X Z Ajjg(a; — ) ou A;; est obtenu de A en
i=1

remplacant la j*™ colonne par le second membre du systéme.

e En définitive m; est de classe C* comme combinaison linéaire de fonctions de classe C*, & savoir les
fonctions

gi: a— g(a; — a).

III- C-4) e Soit (T4,(9), ..., Tw, (g)) une base de Vg, alors Va € R, Imy(a),...,m,(a) € R tels que T,(g9) =
Zml T.,(g),donc Vr € N, Ty, (h,+g) Zml .(h,*g), ce qui entraine que (Ty, (hy * g), ..., T, (hy % g))

est une famille génératrice de V,, .4, donc dz’m(Vhr*g) <n < 4o0.

ITI-C-5) e Soit (T4, (g), ..., Tw, (9)) une base de V,, alors A = Det ((T,,(g)(a;))) # 0.
o Considérons la suite A, = Det ((Tq,(h. * g)(a;))), la continuité de la fonction Det entraine que A,
converge vers A # 0, donc a partir d’'un certain rang, A,. est non nul, ce qui entraine que (i, (hy * g), ..., T, (hy * g))
est libre, donc dim(Vh,.«g) > n = dim(V,,), d'ou I'égalité dim (Vi «g) = dim(Vy,).

ITI-C-6) e Soit r assez grand, et (T,, (9), ..., Ta, (g)) une base de V,, donc d’aprés la question précédente
(To,(hyp % g),....;To, (R % g)) €st une base de Vh,«g €t on a l'égalité

Va € R, Vj € [[1,n]] Ta(hr * g)(a;) Zml To,(hr % g)(aj), or A = |(Tw, (hr % g)(a;)), ;| # 0, donc

Vo € R, Vr € [[1,n]], mp(a) = N ZAik(hr *g)(a; — o).

e —1 et 1 sont des zéros de h, d’ordre r, donc par le théoréme de prolongement, h,. est de classe C("—1,
z+1
et par suite z — (h, * g)(x) = / hy(z —t)g(t)dt = / h,(x — t)g(t)dt est de classe C("~1),
R x—1

e On en déduit que les m; sont de classe C"~1) comme combinaison linéaire de fonctions de classe
C("=1) et ceci pour tout r assez grand, donc les m; sont de classe C*°.

III-C-7) Montrons que I'ensemble des fonctions g € C,(R) telles que N, soit de codimension finie dans L' (R)
est celui des fonctions vérifiants la condition A.
e — : Soit g € Cb(R) tel que codz’m(Ng) =n < +4oo et soit (Ta (9);--,Ta, (g)) une base de V,, donc

Va eR, T, ZmL T.,(9)(0), c’est a dire g(a Z mi(—a)g(—a;), or les m; sont de classe

C=, donc g est C comme combinaison linéaire de fonctions de classe C*.
e Montrons que les mg ) sont bornées, pour cela soit r assez grand tel que dim(Vh,g) = dim(Vy) = n et
(Toy(9)y s Ta,, (g)) une base de V,, alors

Va € R, Ta Zml T.,(g), donc Ty (R, * g) Zml T., (h, % g), ce qui donne en dérivant par
rapport a «
Wk € R (Ta(hy % 9))™ (0) = (=1)¥ T (hrxg®)) (0 Zm““ To, (hr%g)(0), 0r Vo € R | (T (hy + 9)) ™) (0)] =

1

|(hyxg®)(—a)| = | / he(t+a)g® ()dt] < sup  |g®) ()], donc les (T, (R * g))™ (0) sont bornées, donc
-1 te[—1,1]

aussi pour les mgk), c’est a dire les m; vérifient 'hypothése A, ce qui entraine que g I'est aussi comme

combinaison linéaire des m;.

¢ <= Réciproquement si g vérifie 'nypothése A, alors d’aprés llI-B-2, N, est de codimension finie .



