Centrale 2005 — filiere MP — Mathématiques I
(Jean-Pierre Roudneff, Louis-le-Grand)

Partie I

A.1) — Pour toutes fonctions z et y de B et tous nombres complexes A\ et u, on a

1 T
M) = 7 [ Ot ) (0)dt = V() + (o)

par linéarité de l'intégrale : I’application M7 est donc une forme linéaire sur B.

- Si z et y appartiennent & M; et A et u & C, alors AMr(x) + pMr(y) posséde une limite finie lorsque T' tend
vers +oo, égale & AM (z) + pM (y). Il en résulte que M; est un sous-espace vectoriel de B et que M est une forme
linéaire sur M;.

e e
2) Par positivité de l'intégrale, |Mr(z)| < T/ |z(t)| dt < T/ |2 ||oo dt <||Z|loo- En passant a la limite lorsque
T — 400, on en déduit que Vz € My, |M($5]| <2 ]|oo-

Les applications M7 et M, linéaires sur B et M; respectivement, sont ainsi 1-lipschitziennes (donc continues).

B. On remarque que
T—1

My(z,) = %/OTx(t—T) dt = % 2(t)dt = My (z) — %[/0 2(t) dt — /T (1) dt].

—T —T T—1
La quantité entre crochets étant clairement bornée par 2|7|x || & ||oo, on en déduit que My (z,) admet une limite
dans C lorsque T'— 400, égale & M z. On adonc z, € My et Mz =M z,.

C.1) - D’aprés la relation de Chasles,

/anrPa;(t) dt:/opw(t) dt+/Pa+Pz(t) dt—/oax(t) dt.

Le changement de variables ¢ :=t— P et la périodicité de = permettent alors d’écrire

/aﬂjz(t) dt:/oax(t+P) dt:/oax(t) dt, d’ou /aa+Px(t) dt:/opz(t) dt.

P

— Pour tout T > 0,
— z(t)dt = = z(t)dt + = z(t) dt,
T Jo T kP T Jer/ PP

E(T/P)—1

k=0
E(T/P) [ 1 [T—E(T/P)P
ce qui donne, d’aprés le résultat précédent : Mrp(x) = %/0 z(t)dt + T/o z(t) dt.
T T _ E(T/P) 1 . . L
’ - — —) < = 1 _ = = 2 &
Or I'encadrement iz 1< E( P) <p entraine que TETOO T p ainsi que les inégalités

T—E(T/P)P T—E(T/P)P P
| s < [ eOlde < [ la(o]dt < Pl
0 0 0

1 [P
Par suite, la limite de Mp(z) lorsque T — +oo existe bien et vaut B / x(t) dt, alias la moyenne de z sur une
0

période quelconque.

27
2) - Si w e R*, alors e, est continue, périodique de période ﬁ’ donc M (e, ) existe et vaut
w
jw| 2 w1 |/ 1]
- e dt = [.—6 =
2 Jo 27 Liw 0

1
— Enfin, eg est continue et (par exemple) 1-périodique donc M (ep) = / 1dt = 1.
0

3) - Si ¢ =0, alors pour € > 0 fixé, il existe A € R tel que Vi > A, |z(t)| < Par conséquent,

2
VT > A |M()|<1‘/A (t)dt‘—kl/TEdt
= {1, T\T \T 0-7: T 2 .



A
¢ étant fixé, A l'est aussi donc 3B € R/ VT > T | 2]]oo< =

En résumé, Ve > 0, 3C(= max(4,B)) / Vt > C, |MT( )| <&, ce qui prouve que M(z) existe et vaut 0.

— Si ¢ est un complexe quelconque, il suffit d’appliquer le résultat précédent & y := x — ceg et d’utiliser la linéarité
de M pour en déduire que x € M; et M(z) =

4) - La fonction g est clairement continue sur R} et R, et admet en 07 et en 0~ des limites égales & 0 et 1
respectivement. De plus, Vt € R, |zo(t)| <1 donc zo € B.

1 T . 1 In(T+1) )
-Si T <0, alors Mp(zg) =0 etsi T >0, Mp(zo) = T/ et g = T/ e (e—1) du (par le changement
0 0
de variable u = In(t+1)), donc

(i+1u g In(T+1) T+1 1 1, 1
e e
M — _[ : - S iln(T+1) _ : N iIn(T+1) .
r(@o) TL i+1 ilo (H—I)Te (i+1)T T t3
. . . . T+1
Les trois derniers termes ont une limite dans C lorsque 7' — 4o0. En revanche, lim ——— = —— # 0 mais

T—+oc (i+1)T z+1
n’a pas de limite lorsque 7 — +oo (en effet, cette expression prend les valeurs 1 si T s’écrit e2"" — 1
avec n €N, et —1 si T s’écrit e D7 —1),
Il en résulte que xy n’est pas moyennable.

et In(T+1)

D.1) Si la fonction z (supposée bien str dans B) a une limite nulle en +o0, il en est de méme de |z|? donc d’apres
la question C)3), |z|*> est moyennable et M |z|? =0

1T
2) Déja, |Mr(|z]*) — Mr(|y?])| \/ (lz>(t (t>|)dt\ < f/ |lz*(t)|—1y*(t)|| dt pour T > 0.
0
Or ||22(t)|—|y*(®)|| =|lz(®)] —ly@)]|x |lx(t |+|y I <l llsoll ¥ lloll =y lloo et, par passage & la limite lorsque
T — oo, il vient : |M|z]* = M |y*|| < (|2l + 1Y lloc) 2=l -

3) Les fonctions x¢ et U appartiennent & My car elles sont continues par morceaux et de module constant sur R}
(le C.3) est donc applicable au carré de leur module).
Si My était un C-espace vectoriel, alors y = xq+U et z = xg+iU seraient dans My, ce qui entrainerait que

1
70 =3 (ly|*—1|z]?) serait moyennable : contradiction.

E.1) En suivant l'indication de I’énoncé,
2y = |2 + ly)? +2y* + 2y et |otiyl = |2 + |y +i(z"y—zy?)
1
dou zy* = §[|z+y|2 —|z)? = |y|* + i(|z+iy*—|z|? — |y|2)] Comme E est un C-espace vectoriel, les fonctions
x, Y, z+y et x+iy sont de carrés moyennables, donc M (zy*) existe.

2) Si x et y sont orthogonales, on obtient le "théoréme de Pythagore" : M |z+y|> = M |z|> + M |y|°.

3) L'inégalité de Schwarz s’énonce dans notre contexte : |<z|y>| < /M |z|2 x /M |y|2.

Remarque : elle s’établirait par le méme procédé que pour un produit scalaire hermitien, la stricte positivité n’intervenant
pas dans la démonstration.

F. — L’ensemble Ep des fonctions P-périodiques de B est non vide et clairement stable par combinaisons linéaires :
c’est donc un sous-espace vectoriel de B.

—Si x € Ep, on aaussi |z|? € Ep, qui est moyennable d’aprés 1.C)1).

— Enfin, si z,y € Ep, alors x et y sont comparables : il suffit d’appliquer le E.1) a l’espace E = Ep.

K ] L ,
G. - Le produit de deux fonctions ¢t — > age’®*t et t — Y bre¥*t de P est une combinaison linéaire de fonctions
k=1 (=1
du type e,, ot w € {ar+0r, 1<k< K, 1< L} cest donc un élément de P.
— D’apreés la conséquence énoncée au E.1), (z,y) — <z |y> est un "pseudo-produit scalaire", dont il reste a établir
la définie-positivité et le caractére hermitien.
En remarquant que, pour w # w', <e,|e,> = M(ey_o') = 0 lorthogonalité de e, et e,, pour k # ¢ permet

N N
d’étendre le théoréme de Pythagore du E.2) et d’écrire M |E ckewk| ) = X leklPMlew,|? = X Jexl* (avec les
k=1 k=1
notations de ’énoncé, c’est-a-dire en supposant wy # wy si k ;é Z)
N
En particulier, M |z|> =0 ssi Y |cx|> =0 ssi Vk € [1, N] =0 ssi z = 0. La relation <y|z> = <z|y> découlant

k=1
d’un passage a la limite lorsque T' — 4oc dans l’égalité immédiate My (zy*) = Myp(yx*), on peut conclure que



(x,y) — <x|y> définit un produit scalaire hermitien sur P.

H.1) Pour tous n,p € N, |M($n+p) - M(xn)| Slzntp = Znlloo< | Zn4p =2 |loo + |2 — Zn||oo-
La convergence uniforme de la suite (z,)nen vers z implique alors
Ve>0,3Ng €N/ VpeN, |M(znyp) — M(zy)| < 2e.

La suite (M Zp)nen est ainsi de Cauchy, donc converge vers un certain nombre complexe m étant donné que C est
complet,.

2) L’existence des limites permet de choisir n € N tel que |[z—x, [|o< € et |m—M(z,)| < &, o & désigne un réel
strictement positif donné. Alors, pour tout 7' > 0,
|Mr(z) —ml| |Mr(z) = My (xn)| + | M7 (2n) =M (z0)| + M (z5) —m|
|lz—2nlloo +|Mr(zn)—M(zn)| +€
| My (z0)— M (x,)| + 2¢.

Or, n étant fixé, Tlil;r_l Mr(z,) = M(x,) donc il existe Ty € Rf tel que VT > Ty, |Mr(z,)—m| < 3¢, ce qui
—+00

IN N N

établit que lim Mp(x) = m et en particulier le fait que = € M;.
T—+o0

I.1) L’inégalité || zp [loo<||Zn—2 ||oo + || Z [|o €t la convergence uniforme de la suite de fonctions (x,)nen vers «
montrent que la suite (||z, ||)nen est bornée, donc justifient ’existence de K.
Remarque : on retrouve que toute limite uniforme d’applications bornées est bornée.

2) Comme [|22 =22 ||oo<||Tn—7 [|oo X ||Zn+2||0o< 2K || Zn—2 ||, la suite (22),en converge uniformément vers la
fonction z? dans B.
L’existence de my = lim M |z,|?> découle alors du H.1).

n——+o0o

3) La méthode est exactement la méme qu’au H.2) : on écrit
| My|z* =ma| < |Mrla|* = Mr|zn*| + |Mrlza|* = Mlan*| + Mz, —m| < 22 + | Mr|on[* = M|z,)*|

en ayant choisi n tel que |ma—M|z,|*| < e et |||z|> —|znl|? [|o< € (et vérifié au passage que (|,]?)nen converge
uniformément vers |z|?). Un passage a la limite lorsque 7' — +o00 conduit alors au résultat.

Partie I1

A.1) - Si z et y sont limites uniformes des suites (z,)nen €t (Yn)nen d’éléments de P, alors Az, +py, (& valeurs
dans P par propriétés d’espace vectoriel) converge uniformément vers Az+py. Par suite, Az+puy € Q et Q est ainsi
un sous-espace vectoriel de B.

— Comme P C M;NMa;, toute limite uniforme d’éléments de P appartient encore & M; N My d’apreés les questions
I.H.2) et 1.1.3), donc Q C M; N M,.

— Soit enfin (g, )nen une suite d’éléments de Q qui converge uniformément vers un certain x € B :
Ve >0, dng €N / vn = ng, ||qn_$||oo< g.

Par définition de Q, il existe z, € P tel que ||gn—2y ||o< €, A0t VN = ng, || Zn—2]|lco< 2¢, ce qui établit que
x € Q.

Par caractérisation séquentielle, Q est ainsi un fermé de B.

Remarque : question trés mal formulée; il fallait comprendre "fermé de lespace vectoriel normé (B, ||.]loo) -

2) — Deux fonctions z et y de Q sont comparables, par application du I.E.1).

— Toute fonction de Q est continue, comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

3) Soit z € Q, limite uniforme de la suite (z,)neny d’éléments de P. Alors || z; — (Zn)r ||oo=|| T—2Zn ||oc donc
lim ||z, —(zp)r]|eo= 0.
n——+oo

N N
Or P est invariant par translation sur la variable (en effet, si x(t) s’écrit > crpe*t, alors z,(t) = Y. dye™*t, avec
k=1 k=1
di = Cke—zwk‘r)‘
Par conséquent, z, est limite uniforme d’une suite de fonctions de P donc appartient & Q.
4) Comme || cpey, ||co= |ck|, la convergence de la série Y |ci| traduit la convergence normale de la série de fonctions
définissant x.

n
En particulier, = est limite uniforme de la suite (Z Creuw, )nen formée d’éléments de P, donc z € Q.
k=0



5) Soit x et y des éléments de Q, limites uniformes des suites (zp)nen €t (yn)nen de fonctions de P; montrons que
zy € P.
Déja, z,y, appartient & P pour tout entier n car P est stable par produit. De plus,

|2y —2nyn lloo <N 2Y—=2Ynlloc + [|[2Yn—TnYnlloo <2 /locll¥=Ynlle + l|2=2n|loollYn |l

et cette derniére somme tend vers 0 lorsque n — +oo vu que lim ||z, —Zn |loc= lm ||y—ynl|lec= 0 et que la
n——+oo n——+oo

suite (||yn |loo)nen est bornée d’aprés I.1.1).
On peut alors conclure que Q est stable par produit.

Remarque : Q est méme une sous-algébre de (F(R,C),+, x,.)

n
6) — Si y est polynomiale et z € Q, alors yox s’écrit > ayz’ donc appartient & Q par propriétés d’algébre de Q.
k=0
— Dans le cas général, observons tout d’abord que, 'application z étant bornée, seule la continuité de y sur [—M, M],
avec M =||z||o0, est utile. Or sur ce segment, y est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales (Y )nen

d’aprés le théoréeme de Weierstrass, soit sup { |y, (u) —y(u)|, u € [-M, M]} e 0. Comme z est a valeurs dans
n——+

[—M, M], on a aussi sup {|y, oz(t)—youx(t), te R} — 0.
n—-+oo
Par conséquent, yox est limite uniforme d’une suite de fonctions du type y,ox avec y, polynomiale, donc yox € Q

en utilisant la premiére partie du raisonnement et le fait que Q soit un fermé de P pour la norme de la convergence
uniforme.

B. - Q étant un C-espace vectoriel inclus dans M et contenant z et e, le produit scalaire <z |e,> existe d’aprés
la question I.E.1).

— De plus, la convergence uniforme de (P,;)nen vers z entraine facilement celle de (Ppef)nen vers zel. Cette derniére
suite étant & valeurs dans M, le I.H. garantit que lil}rl M(Ppel) existe et vaut M (xzek), ce qui s’écrit encore :
n—-+00

c(w) = ngrfm<Pn |ew>

-Si wg, ona <P,|e,> =0 pour tout n par orthogonalité de e, et e,,, ce qui donne c¢(w) = 0.
— Enfin, si w = wy, avec k € Q, alors c(wy) = lim <P,|ey,,> = lim ¢, en utilisant & nouveau les propriétés
n—-—+00 n——+00

d’othogonalité.

C. Si Q est fini, la suite de fonctions (P,),en converge simplement vers Y cpe,, d’aprés ce qui précéde. Par unicité

keQ
n

de la limite, il vient z = Y cpe,,, égalité qui implique M |z|? = Z lex|* d’apres le I.G..
k=0

D.1) Pour tout k € [0, NJ,
N
<zx—SNn|ey,>=<z|ey,,>— <Sn|ew,>=cp — Zci<€wi
i=0

ew,> =cp—c=0.

Par combinaison linéaire, x— Sy est donc orthogonal & Sy.

En écrivant z = (z—Sn) + Sn, le théoréme de Pythagore énoncé au I.E.2) donne

M|z|*> = M |z—Sn|* + M|Sn[?, don M|z—Sy|> = M |z|* - Z|ck|2

N
En particulier, VN €N, Y |ex|?> < M |z|* : la série a termes positifs > |cx|> est donc convergente, de somme au
k=0
plus égale & M |z|>.
2) Le raisonnement ci-dessus montre que x — Sg, est orthogonal & chaque wj, 0 < j < di, donc au sous-espace
vectoriel engendré par ces fonctions. Celui-ci contenant Sy, — g, on obtient :
M|x—qk|2 =M |£C—Sdk|2 + M |Sdk_q1c|2
d’ott M |z—qi|®> > M |x—Sq,|?, soit M |zx—qi|®> > M |z|? — Z lcj|? par des calculs similaires & ceux qui précédent.
=0
3) Comme la suite (gx)ren converge uniformément vers z et que g appartient & Mo d’aprés le I.I, on obtient

di,
hm M |qi|? = M |z|?, soit LHJP E|c]|2 M |z|?.
=

On en déduit klim M |z—qi|* =0 d’ot, par encadrement, hm M|z—S8,1? =0 et M|z]* = Z ek |?.
—+00



Partie III

A. Pour une fonction stationnaire, 7, (0) = <z |z>, alias M |z|?, existe, donc x appartient a M.

B. — L’inégalité de Schwarz du I.B) appliquée aux fonctions z et z, de M,y s’écrit :
Ve (T)]? = |<z |2, >| < <z |2><2, |2,> = M|2|> x M |z, > = (M |z|? )
On en déduit |y, ()| < M |z|?, c’est-a-dire |v,(7)| < 72(0).
— En remarquant que 7, (—7) = <z|2x_,> = <z, |z> (par invariance de la moyenne par translation sur la variable),
il vient : v, (—7) = <z |z,> = 7. (1)*.

C. yy! est définie par Vt € R, yy*(t) = z(t)z* (t)e™.
Comme e'7 est une constante et x est stationnaire, on a donc aussi yyi € M; et de plus,

VreR, (1) = M(yy;) = €7 M(zz}) = e, (7).
D.1) Si z appartient & Q, il en est de méme de z, d’aprés II.A.3), ainsi que de z*, donc zz, € Q.

En particulier, zz appartient & M, pour tout réel 7, donc = est stationnaire.

n n
2) Si Sp = Y cpew,, alors (Sp)i = > cre™*Te_,, et, comme <e,, |€,,> = dp¢, on en déduit trés facilement
k=0 k=0
n

légalité g, (1) = Z ek |2eterT.

3) — La série Z lck|? étant convergente et chaque e, étant de norme 1 dans B, la série de fonctions Z ek |2 ew,
k=0 k=0
converge normalement.

— De plus, pour tout réel T,
V2 (1) =75, ()] = |M (227 — S (Sn)7)]
= |M(($_Sn)$:) + M(Sn(xi_(sn):ﬂ
VM =8P/ M 222 + v/ M1SuP/M [77 = (Sn)P
2/ M |z —Sp,|2/M |z|?

<
<

(en utilisant les propriétés opératoires de M, ainsi que l'inégalite M |S,|? < M |z|?).

Comme hm M|z—S,|> =0, on en dedult une majoration uniforme qui permet de conclure sur la convergence

unlforme sur ]R de la série de fonctions Z lck|Pew, vers 7.
k=0

E.1) Pour tout réel 7, l'application zz* est 1-périodique et dans B, donc est moyennable d’aprés I.C.1) : z est
donc stationnaire et de plus 1-périodique vu que V7 € R, z},, = 7.

2) — Montrons pour commencer que 'application 7, est continue, en la décomposant en série trigonométrique nor-
malement convergente.
n
En notant S, (z) = ) aresrr la somme partielle de rang n de la série de Fourier de z, on a lil_“ir_l [|Sn, —x]2=0
k=—n n—-+oo
par convergence en moyenne quadratique. Par suite, on a aussi lirf || Sn(zr)—2,||2= 0 étant donné que application
n—r+0Q
y — y, est une isométrie au sens de la norme ||.||2.
Par continuité du produit scalaire (ou par polarisation), il vient (pour 7 fixé) lir_ir_l <Sp(x) | Sn(z:)> = <z |2:>,
n—-+oo

ce qui établit la convergence simple de la suite (s, (2))nen Vers 7.

n ) +oo ,
Or, en reprenant les calculs du IILD.1), 75, (o) (1) = > |ax]?e®*™™, dott 1, (1) = > |ax|?e?* ™.

k=—n k=—o
Ainsi, 7, est bien somme d’une série trigonométrique normalement convergente et, en particulier, continue et égale &

+oo ]
sa série de Fourier " |ak|232““”,
k=—
1 .
— En utilisant I.C.1), le k-iéme coefficient de Fourier complexe de +, est alors donné par ¢, = Yo (T)eszkﬂ'T dr.

0
La convergence normale établie précédemment implique facilement la convergence uniforme de la suite (s, (2)€—2ikr)nen

Vers Yz€_oikx sur le segment [0, 1]. Par conséquent, ¢ = liI}} / 'ysn(x)(T)e*Qik’” dr.
n——+0o0
0



Comme cette derniére intégrale vaut |ay|> pour n > |k| (en utilisant encore I.C.2)), on peut alors conclure sur I'égalité
ek = |ag|*.

Remarque :  Si l’auteur du probléme avait eu la conscience professionnelle de faire un corrigé de son propre sujet, il
se serait rendu compte que cette question nécessitait des résultats intermédiaires qui auraient au moins di faire l’objet
d’indications.

F.1) Comme Vk € Z, a+k #0,
1 : 1 S ,—2ima
_ —2irat ,—2irkt 3, _ v —2im(a+k)t]| _ i(e -1)
h _/0 € € di = [27r(a+k)e ]0 — 2m(a+k)

De plus, la formule de Parseval (dans le cadre des séries de Fourier habituelles de fréquences entiéres) appliquée a la
fonction 1-périodique continue par morceaux x; s’écrit :

1
Slarl = [ ler(of? de = 1.
keZ 0

T 1
2) Pour 7 € [0’ 1[’ Ve (7_) — / e—2i7rat62i7ra(t—‘r+1) dt +/ e—QiﬁatEQiﬂa(t—‘r) dt = Te2i7ra(1—r) + (1_7_)6—21'77117‘
0 T
Il en résulte que 7y,, est continue sur [0,1] et que lLm 7., (7) =1 = 74, (0).
T—1"

Par 1-périodicité, 7,, est donc continue sur R.

3) Pour finir, on remarque que, <,, étant continue sur R et C' par morceaux, le théoréme de Dirichlet (adapté aux

fonctions 1-périodiques) montre que 7., est limite simple de sa série de Fourier, ce qui donne au point

N | =~

o (3) = Sl

kEZ
d’ou, comme %1(5) = coSTa :
Z (-F  dcosma  coswa
n2(a+k)2  |e~2ima—112  gin’7a’

keZ



