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Corrigé de l’épreuve: Mathématiques II

.
Pour toute matrice A ∈Mn(K), on note Ã la comatrice de A .

.. I. Expression d’un déterminant

.
Dans cette partie on considère une matrice B ∈ Mn(K), deux vecteurs colonnes
u, v deMn,1(K) ; n étant un entier naturel non nul. .

1.1.
.
On suppose ici que la matrice B est inversible. .

1.1.1. Sachant que la matrice B est inversible, on a(
B v

t u b

)
=

(
B 0

t u 1

)(
In w
0 λ

)
⇐⇒

(
B v

t u b

)
=

(
B Bw

t u t uw +λ

)

⇐⇒
{

Bw = v
t uw +λ= b

⇐⇒
{

w = B−1v

λ= b − (t uB−1v)

Ainsi
.
il existe un seul vecteur w ∈Mn,1(K) et un seul scalaire λ ∈K vériëant(

B v
t u b

)
=

(
B 0

t u 1

)(
In w
0 λ

)
(1)

.
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.
ils sont donnés par

w = B−1v et λ= b − (t uB−1v)
.
1.1.2. En développant selon la dernière colonne, on a
. ∣∣∣∣ B 0

t u 1

∣∣∣∣= |B|
.

1.1.3. Un résultat de cours affirme que t B̃B = Bt B̃ = |B|·In . B étant inversible
on a alors
.

B−1 = 1

|B|
t B̃

.

1.1.4. Sachant que λ = b − (t uB−1v) et que le déterminant est une applica-
tion multiplicative, l'égalité des déterminants dans la relation (1 - p. précé-
dente) donne∣∣∣∣ B v

t u b

∣∣∣∣= |B|×λ= |B|(b − t uB−1v) = b|B|− t ut B̃v

. ∣∣∣∣ B v
t u b

∣∣∣∣= b|B|− t ut B̃v
.

1.2.
.
On ne suppose plus que B est inversible. .

1.2.1. B admet au plus un nombre ëni de valeurs propres dansK (les racines
de son polynôme caractéristique dans K), donc il existe une réel ε tel que
]0,ε[ ne contienne aucune valeur propre de B. Pour tout x ∈]0,ε[, x n'est pas

..Justiècation
Si S={|λ|/λ∈Sp(B)\{0}

}
, prendre

par exemple ε= 1
2 minS si S ̸=; et

ε=1 si S=;.
une valeur propre de B et donc B−xIn est inversible.
.

∃ε> 0 ; ∀x ∈]0,ε[ , Bx = B−xIn est inversible. .

..Précision
Ce qui démontre en fait que
GLn(K) est dense dans Mn(K).

1.2.2. Soit m ∈ N∗. L'application A 7−→ t A est linéaire et Mm(K) est un
espace vectoriel de dimension ënie donc elle est continue.

Pour l'application A 7−→ det(A), det(A) c'est une expression polynomiale (de
plusieurs variables) des coefficients de la matrice A, qui sont en fait les
coordonnées de A dans la base canonique deMm(K). Alors det est continue.
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Autre justiècation: On pourrait aussi regarder A 7−→ det(A) comme la compo-
sée de l'application qui à A associe la famille de ces vecteurs colonnes
(C1,C2, . . . ,Cm), qui est linéaire donc continue, et de l'application qui à
(C1,C2, . . . ,Cm) associe detB(C1,C2, . . . ,Cm) qui estmultilinéaire et donc
continue aussi. (B est la base canonique de Mm,1(K))

.
Les application A 7−→ t A et A 7−→ det(A) sont continues sur Mm(K) .

.
On admet dans la suite que l'application Com : A 7−→ Ã est aussi continue sur
Mm(K). .

..Justiècation
Les applications composantes
A 7−→ (−1)i+ j∆i , j (A) de l'applica-
tion Com dans la base canonique
de Mm(K), sont toutes des fonc-
tions polynomiales des coefficients
de A. Ce qui explique sa continuité.

1.2.3. Soit maintenant une matrice quelconque B deMn(K) et soit, selon la
question 1.2.1, ε> 0 tel que B−xIn soit inversible pour tout x ∈]0,ε[. D'après
la question 1.1.4, on a donc pour tous u, v ∈Mn−1(K) et b ∈K,

∀x ∈]0,ε[,

∣∣∣∣B−xIn v
t u b

∣∣∣∣= b|B−xIn |+ t ut Com(B− xIn)v (2)

Par continuité des applications A 7−→ |A| et A 7−→ t Com(A) on a

lim
x→0

|B− xIn | = |B| et lim
x→0

t Com(B−xIn) = t Com(B)

on achève la justiëcation en constatant que lorsque u, v et b sont ëxés les
applications

A 7−→
(

A v
t u b

)
et A 7−→ t uAv

déënies sur Mn(K) sont linéaires et de ce fait sont continues. Donc par
composition d'applications continues

lim
x→0

∣∣∣∣B−xIn v
t u b

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ B v
t u b

∣∣∣∣ et lim
x→0

t ut Com(B−xIn)v = t ut Com(B)v

En passant alors à la limite quand x tend vers 0 dans la relation (2), on
obtient
.

∀B ∈Mn(K), ∀(u, v) ∈Mn,1(K)2,

∣∣∣∣ B v
t u b

∣∣∣∣= b|B|− t ut B̃v
.

..Remarque
Le procédé utilisé dans cette ques-
tion est utilisé dans beaucoup de si-
tuation en algèbre linéaire (et en-
core plus en analyse): pour mon-
trer qu'une propriété est vérifié par
toutes la matrices de Mn(K) on
commence par montrer qu'elle est
vérifiée par les éléments d'une par-
tie dense de Mn(K) et ensuite
on l'étend par des arguments de
continuité à tous les éléments de
Mn(K).
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..II. Réunion de sous-espaces vectoriels

.
E est unK-espace vectoriel de dimension ënie. On suppose qu'il existe un entier
naturel r Ê 2 et des sous-espaces vectoriels F1,F2, . . . ,Fr de E tels que

E = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fr .

2.1. Si r = 2. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'aucun des deux
sous-espaces F1 et F2 n'est inclu dans l'autre. Soient alors des vecteurs
x1 ∈ F1 \ F2 et x2 ∈ F2 \ F1. x = x1 + x2 est un vecteur de E = F1 ∪ F2 donc
il appartient forcément à F1 ou à F2. Or si jamais x ∈ F1 alors on devrait
avoir x2 = x − x1 ∈ F1 car x, x1 ∈ F1 et F1 est un sous-espace vectoriel de E.
Ce qui est contradictoire. Et de même supposer que x ∈ F2 mène aussi à une
contradiction.

Ce qui est absurde.

Ainsi

.

E = F1 ∪F2 =⇒ F1 ⊂ F2 ou F2 ⊂ F1 .

.
Dans la suite on suppose que r Ê 2 et on pose F = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fr−1. .

2.2.

.
On suppose ici que E ̸= F et E ̸= Fr , et on considère deux vecteurs x ∈ E \ F et
y ∈ E \ Fr . .

2.2.1. On a E = F ∪ Fr et x ∉ F donc x ∈ Fr . Maintenant pour tout λ ∈
K, puisque y ∉ Fr et λx ∈ Fr alors y + λx ∉ Fr . Car sinon on aurait y =
(y +λx)−λx ∈ Fr .
2.2.2. Soit λ ∈K. E = F∪Fr et y+λx ∉ Fr donc y+λx ∈ F. Comme F =∪r−1

k=1Fk ,
alors pour tout λ ∈K, il existe k ∈ �1,r −1� tel que y +λx ∈ Fk . PuisqueK est
inëni il existe forcément k ∈ �1,r −1� et deux éléments distincts α et β deK
tels que y +αx ∈ Fk et y +βx ∈ Fk .
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2.2.3. Avec les notations de la question précédente, on peut écrire

(α−β)x = (y +αx)− (y +βx)

et comme y +αx ∈ Fk et y +βx ∈ Fk alors (α−β)x ∈ Fk . Mais α−β ̸= 0, donc
x ∈ Fk . Ce qui induit que x ∈ F. Ceci contredit le choix de x comme vecteur
de E \ F.

On en déduit que, soit E = Fr , soit E = F.

2.3. Un raisonnement par récurrence sur la base de la question 2.2 permet
de démontrer que lorsque E = F1∪F2∪·· ·∪Fr où F1,F2, . . . ,Fr sont des sous-
espaces vectoriels de E alors il existe k ∈ �1,r � tel que Fk = E.

En effet ; pour r = 2, c'est ce qui a été démontré dans la question 2.1.
Soit alors r Ê 2 et supposons que pour toute famille de r − 1 sous-espaces
(F1,F2, . . . ,Fr−1) telle que E = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fr−1, il existe k ∈ �1,r −1� tel que
E = Fk . Soit ensuite une famille de r sous-espaces (F1,F2, . . . ,Fr ) telle que
E = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fr . D'après la question précédente, soit on a F = Fr et c'est
ëni, soit E = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fr−1 et dans ce cas par hypothèse de récurrence il
existe k ∈ �1,r −1� tel que E = Fk . Ce qui achève la démonstration.

.
Pour toute famille de sous-espaces vectoriels (F1,F2, . . . ,Fr ) de E,

E =
r∪

k=1
Fk =⇒∃k ∈ �1,r � ; E = Fk

.

..Précision
Ce qui signifie qu'un K-espace vec-
toriel E de dimension finie Ê2 ne
peut être la réunion d'une famille
finie d'au moins deux sous-espaces
vectoriels stricts de E.

Remarques
• Le fait qu'ici K= R ou C, ou plus généralement un corps inëni, est indispen-
sable. On le perçoit dans un passage de la démonstration de la question 2.2.2.
Pour le conërmer, siK était un corps ëni alors tout-espace vectorielE surK de
dimension ënie n Ê 2 serait lui même un ensemble ëni (car il est isomorphe
à Kn) et on peut écrire

E = ∪
x∈E

(K ·x)

ce qui signiëe que E est la réunion de toute ses droites vectorielles (qui sont
toutes des sous-espaces vectoriels stricts de E et qui sont bien sûr en nombre
ëni).

• Remarquez que la question 2.3 démontre, que lorsque K est inëni, une
réunion ënie d'au moins 2 sous-espaces vectoriels de E, n'est pas un sous-
espace vectoriel de E ; à moins que l'un de ces sous-espaces contienne tous les
autres.
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Il suffit en effet de considérer, si on suppose que F1 ∪F2 ∪·· · ,∪Fp est un sev
de E, F = F1 ∪F2 ∪·· · ,∪Fp et d'appliquer le résultat de la question 2.3 à F.

• Une autre démonstration du résultat de la question 2.3 (sans utiliser 2.2) : Il s'agit de
montrer que lorsqu'il est de dimension n Ê 2, E ne peut pas être la réunion
d'une famille ënie (F1,F2, . . . ,Fr ) de sous-espace-vectoriels stricts de E (avec
r Ê 2). Sachant que tout sous-espace vectoriel strict de E peut être mis dans
un hyperplan de E, il suffit de montrer le résultat dans le cas où F1,F2, . . . ,Fr

sont des hyperplans de E. Soient donc F1,F2, . . . ,Fr des hyperplans de E et
soient φ1,φ2, . . . ,φr des formes linéaires de E telles que pour tout k ∈ �1,r �,
Fk = Kerφk . Soit (e1,e2, . . . ,en) une base quelconque de E et posons pour tout
(x1, x2, . . . , xn) ∈Kn

P(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

k=1
φk

(
x1e1 +x2e2 +·· ·+xnen

)
Aucune des expressions polynomiales (de plusieurs indéterminées),
φk

(
x1e1+x2e2+·· ·+xnen

)
n'est identiquement nul surKn (car sinon on aurait

E = Kerφk = Fk ) et comme K est inëni alors P n'est pas identiquement nul
sur Kn . Il existe donc (α1,α2, . . . ,αn) ∈ Kn tel que P(α1,α2, . . . ,αn) ̸= 0. Si on

..À savoir
L'anneau K[X1,X2,...,Xr ] est in-
tègre (grâce, comme pourK[X], à la
notion de degré d'un polynôme).

pose v = α1e1 +α2e2 + ·· · +αnen alors φk (v) ̸= 0 pour tout k ∈ �1,r �, donc x
n'est pas dans la réunion des sous-espaces F1,F2, . . . ,Fr . Ainsi

r∪
k=1

Fk Ú E

• Autre Justiècation du même résultat: cette fois par récurrence sur dimE mais tou-
jours en faisant abstraction de 2.2.

Supposons que la propriété à démontrer est vraie dans tout espace vectoriel
de dimensionn, et soientE un espace vectoriel de dimensionn+1 et des sous-
espaces vectoriels stricts F1,F2, . . . ,Fp de E, qu'on suppose vériëant l'égalité
E = F1 ∪F2 ∪·· ·∪Fp . Soit H un hyperplan de E. On peut écrire

H = H∩E = (H∩F1)∪ (H∩F2)∪·· ·∪ (H∩Fp )

donc par ., il existe k ∈ �
1, p

�
tel que H = H∩Fr , ce qui revient à H ⊂ Fk .

Fk étant supposé un sous-espace vectoriel strict de E, ceci implique qu'en fait
H = Fk . Comme conséquence, on voit que E admet au plus un nombre ëni
d'hyperplans, ce qui est bien sûr faux.
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.. III. À propos du polynômeminimal d’unematrice

3.1. Soit A ∈ Mn(K). D'après le théorème de C-H, χA est un
polynôme annulateur de A et donc πA divise χA. Comme χA est de degré n
alors degπA É n.

.
∀A ∈Mn(K), degπA É n .

3.2. Supposons quedegπA = n et soient a0, a1, · · · , an−1 des scalaires tels que

a0In +a1A+·· ·+an−1An−1 = 0

En posant P = a0 + a1X + ·· · + an−1Xn−1 on a donc P(A) = 0 et donc πA

divise P. Mais comme degP < degπA alors forcément P = 0, c'est-à-dire
a0 = a1 = ·· · = an−1 = 0. Ainsi la famille (In , A, · · · , An−1) est libre.

Réciproquement si la famille (In , A, . . . , An−1) est une famille libre alors il ne
peut exister aucun polynôme annulateur non nul de A qui soit de degré
inférieur strictement à n −1. En particulier degπA Ê n ; et vu le résultat de
la question précédente, on a en fait degπA = n.

..Résultat du cours
Si r =degπA alors la famille
(In ,A,...,Ar−1) est libre. C'est en
fait une base de la sous-algèbre de
Mn(K) engendrée par A, à savoir

K[A]={
P(A)

/
P∈K[X]

}
En particulier pour tout kÊr , Ak

est une combinaison linéaire de
In ,A,...,Ar−1.

.
degπA = n ⇐⇒ la famille (In , A, . . . , An−1) est libre. .

3.3.

.
Soit A ∈Mn(K). Pour tout v ∈Mn,1(K), on pose

IA,v = {
P ∈K[X]

/
P(A)v = 0

}
.

3.3.1. Soit v ∈Mn,1(K).
• IA,v contient le polynôme nul ;
• pour tout (P,Q) ∈ (IA,v )2, (P−Q)(A)v = 0 et donc P−Q ∈ IA,v ;
• pour tous P ∈ IA,v et R ∈ K[X], (RP)(A)v = R(A)P(A)v = 0 et donc RP ∈

IA,v .
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alors IA,v est un idéal de K[X]. Maintenant un résultat de cours affirme que
IA,v est de la forme IA,v =πA,vK[X] où πA,v est un polynôme deK[X]. De plus,
sachant que IA,v contient au moins un polynôme non nul (χA par exemple),
πA,v est unique si on exige qu'il soit unitaire.

.
Pour tout v ∈ Mn,1(K), IA,v est un idéal de K[X] et il existe un unique
polynôme unitaire qu'on va noter πA,v tel que

IA,v =πA,vK[X]
.

..Ouverture
De la même façon qu'il y'a un lien
entre l'idéal annulateur d'une ma-
trice A et de de la sous-algèbreK[A]
engendrée par A dans Mn(K), il y'a
un lien, quand v ∈Mn,1(K), entre
l'idéal IA,v et le sous-espace vecto-
riel

Ev =
{
P(A)v

/
P∈K[X]

}
de Mn,1(K). La dimension de Ev
est égale au degré du polynôme
πA,v et plus exactement, si r est
ce degré, alors (v,Av,...,Ar−1v) est
une base de Ev .
N.B: Ev est le plus petit sous-espace
vectoriel de Mn,1(K) contenant v
et stable par l'endomorphisme de
Mn,1(K) canoniquement associé à
A. Les sous-espaces Ev peuvent ser-
vir de base à une démonstration
du théorème de òðĉôĉ-Hðüþ,
rien de moins.

3.3.2. Soit v ∈ Mn,1(K). πA(A) = 0 donc πA(A)v = 0 et par suite πA ∈ IA,v . Et
comme IA,v =πA,vK[X], alors πA,v divise πA.

.
∀v ∈Mn,1(K), πA,v divise πA .

Ensuite, les diviseurs unitaires de πA étant en nombre ëni dans K[X], on en
déduit que

.
L'ensemble

{
πA,w

/
w ∈Mn,1(K)

}
est ëni

.

.
On considère dans la suite des vecteurs v1, v2, . . . , vr deMn,1(K) tels que{

πA,w
/

w ∈Mn,1(K)
}= {

πA,v1 ,πA,v2 , . . . ,πA,vr

}
(3)

et on pose pour chaque k ∈ �1,r �,
Fk = {

v ∈Mn,1(K)
/
πA,vk (A)v = 0

}= KerπA,vk (A)
.

3.3.3. Les ensembles Fk sont des sous-espaces vectoriels de Mn,1(K)
(comme signalé ci-dessus Fk = KerπA,vk (A)). Soit maintenant v ∈ Mn,1(K).
Il existe, d'après (3), k ∈ �1,r � tel que πA,v = πA,vk , ce qui induit que v ∈ Fk .
On a ainsi montré que

Mn,1(K) =
r∪

k=1
Fk

D'après la question 2.3, il existe donc k ∈ �1,r � tel que Mn,1(K) = Fk soit
Mn,1(K) = KerπA,vk (A) ou encore πA,vk (A) = 0. Alors πA divise πA,vk . Mais
comme on a déjà vu que πA,vk divise πA alors πA et πA,vk sont associés. Ils
sont tous les deux unitaires donc ils sont égaux. En posant w = vk on peut
donc affirmer que

..Rappel
Deux polynômes non nuls P et
Q de K[X] sont dit associés si et
seulement si il existe λ∈K tel que
Q=λP ; λ étant alors forcément le
quotient du coefficient dominant
de Q par celui de P. On démontre
ensuite que les assertions suivantes
sont équivalentes:
(i) P et Q sont associés ; (ii) P|Q

etQ|P ; (iii) P|Q etdegP=degQ ;
(iv) PK[X]=QK[X].
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.
∃w ∈Mn,1(K) ; πA,w =πA .

3.4. Soient a,b,c ∈R et considérons la matrice

A =
0 0 c

1 0 b
0 1 a


Si on note e1,e2,e3 les vecteurs de la base canonique de M3,1(K), on voit
immédiatement que Ae1 = e2 et A2e1 = Ae2 = e3. La famille (e1, Ae1, A2e1) est
donc libre. Tous polynôme non nul P ∈K[X] tel que P(A)e1 = 0 devrait être
donc de degré au moins 3 ; c'est vrai en particulier pour πA,e1 . Mais comme
πA,e1 divise πA et que degπA É 3 alors πA,e1 =πA.

..Généralisation
On démontre en général que pour
toutes les matrices dites compagnes

A=


0 0 ... 0 a0
1 0 a1
. . . 0

...
0 1 an−1


πA,e1 =πA= (−1)nχA

=Xn−
n−1∑
k=0

ak Xk

où e1 est le premier vecteur de la
base canonique de Mn,1(K). On
peut même démontrer qu'une ma-
trice carré d'ordre n dont le po-
lynôme minimal est de degré n
(et donc forcément associé à son
polynôme caractéristique) est sem-
blable à une matrice compagne.

3.5. Soit A ∈Mn(K)

.
On considère les assertion suivantes

(i) degπA = n ;

(ii) il existe v ∈ Mn,1(K) tel que pour tout x ∈ Kn , il existe u ∈ Mn,1(K)
vériëant
x = (t uv, t uAv, . . . , t uAn−1v) ;

(iii) pour tout x ∈ Kn , il existe (u, v) ∈ Mn,1(K)2 tel que
x = (t uv, t uAv, . . . , t uAn−1v). .

3.5.1. Montrons l'implication (i)⇒ (ii). Pour cela supposons que degπA = n.
D'après la question 3.3, il existe un vecteur v ∈ Mn,1(K) tel que πA,v = πA.
Soit alors comme indiqué dans l'énoncé la matrice V ∈ Mn(K) dont les
vecteurs colonnes sont v, Av, . . . An−1v .

degπA,v = n donc la famille (v, Av, . . . , An−1v) est forcément libre (sinon
on arriverait à constituer un polynôme non nul P de degré < n tel que
P(A)v = 0). La matrice V est donc inversible. Soit alors un vecteur x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn . La matrice t V est inversible donc il existe un vecteur
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(unique) u ∈Mn,1(K) tel que

t Vu =


x1

x2
...

xn


ou encore t uV = (

x1 x2 · · · xn
)
. Ce qui signiëe que pour tout k ∈ �0,n −1�,

t uAk v = xk .
CQFD.

Ce qui démontre ainsi que

.
(i)=⇒ (ii) .

Autre justiècation: v étant choisi comme auparavant, les vecteurs
v, Av, . . . , An−1v constituent une base de Mn,1(K). Considérons alors
l'application linéaire

f : Mn,1(R) −→ Kn

u 7−→ (t uv, t uAv, . . . , t uAn−1v)

Soit u ∈ Ker f . Alors pour tout k ∈ �0,n −1�, t uAk v = 0, et comme
(v, Av, . . . , An−1v) est une base de Mn,1(K) alors pour tout w ∈ Mn,1(K)
on a t uw = 0. Ce qui implique que u est le vecteur nul. (selon que K = R,
ou K= C, en prenant w = u ou w = u on aura t uw =∑n

k=1 |uk |2 = 0 et donc
u = (u1,u2, . . . ,un) = 0).

Ainsi f est injective et comme dimMn,1(K) = dimKn = n alors elle est
bijective.Tout élément x = (x1, x2, . . . , xn) de Kn admet donc un antécédent
unique u ∈Mn,1(K) par f ; de telle sorte que x = (t uv, t uAv, . . . , t uAn−1v).

CQFD.

3.5.2. Montrons maintenant l'implication (iii)=⇒(i). Supposons donc
que pour tout x ∈ Kn , il existe (u, v) ∈ Mn,1(K)2 tel que x =
(t uv, t uAv, . . . , t uAn−1v). Soit alors des scalaires a0, a1, . . . , an−1 ∈ K tels
que a0In +a1A+ . . .+an−1An−1 = 0.

Soit un vecteur quelconque x = (x1, x2, . . . , xn) ∈Kn et soient u, v ∈ Mn,1(K)
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tels que pour tout k ∈ �1,n�, xk = t uAk−1v . On a alors

a0x1 +a1x2 +·· ·+an−1xn = t u(a0In +a1A+·· ·+an−1An−1)v = 0

et ceci pour tout (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn . En appliquant ceci aux vecteurs εk =
(0, . . . ,1, . . . ,0) de la base canonique de Kn on voit que pour tout k ∈ �1,n�,
ak = 0.

Ainsi la famille (In , A, . . . , An−1) est libre et par suite, selon la question 3.2,
degπA = n.

Ce qui achève la démonstration de l'implication
.

(iii)=⇒ (i) .

.. IV. Démonstration du résultat proposé

.
On considère un entier n Ê 2, un polynôme unitaire de degré n, P ∈K[X] et une
matrice B ∈Mn−1(K) telle que degπB = n −1. On pose

P = Xn +
n∑

k=1
ck Xn−k

On cherche unematrice A ∈Mn(K) telle que χA = (−1)nP et dontB est une sous-
matrice, sous la forme

A =
(

B v
t u b

)
où b ∈K et u, v ∈Mn−1,1(K) .

4.1. Supposons que A répond à la question, et donc que (−1)nχA = P. En
identiëant les coefficients des termes en Xn−1 dans cette écriture, on ob-
tient: −Tr(A) = c1, soit −b −Tr(B) = c1. Alors
.

b =−Tr(B)− c1 .

.
Dans la suite on écrit

χB = (−1)n−1
n−1∑
k=0

αk Xn−1−k

avec α0 = 1 et puisque Tr(B) =−α1, b = α1 − c1. .
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4.2. Une famille de polynômes

.
On pose pour tout p ∈ �0,n −2�,

Up =
n−2−p∑

k=0
αk Xn−2−k−p

.

4.2.1. Pour tout p ∈ �0,n −2�, degUp = n −2−p. (U0,U1, . . . ,Un−2) est donc
une famille échelonnée de polynômes deKn−2[X], elle est donc libre. Puisque
elle comporte n −1 vecteurs et que dimKn−2[X] = n −1 alors c'est une base
de Kn−2[X].

.
(U0,U1, . . . ,Un−2) est une base de Kn−2[X]. .

4.2.2. Soit un polynôme Q ∈ Kn−2[X]. Puisque (U0,U1, . . . ,Un−2) est une
base de Kn−2[X] alors on peut écrire Q = a0U0 + a1U1 + ·· · + an−2Un−2 où
(a0, a1, . . . , an−2) ∈Kn−1. Maintenant, puisque degπB = n−1, alors d'après la
question (3.5), il existe deux vecteurs y, z ∈ Mn−1,1(K) tels que ak = t yBk z
pour tout k ∈ �0,n −2�. On a alors

.

∀Q ∈Kn−2[X], ∃(y, z) ∈Mn−1,1(K)2 ; Q =
n−2∑
k=0

(t yBk z
)
Uk

.

4.3. Expression d’une comatrice

4.3.1. Soit (x,λ) ∈K2.

χB(x)−χB(λ) = (−1)n−1
n−1∑
k=0

αk

(
xn−1−k −λn−1−k

)
= (−1)n−1

n−1∑
k=0

αn−k−1(xk −λk )
(on remplace k
par n −k −1)

= (−1)n−1(x −λ)
n−1∑
k=0

αn−k−1

(
k−1∑
p=0

xk−1−pλp

)

= (−1)n−1(x −λ)
n−2∑
p=0

(
n−1∑

k=p+1
αn−k−1xk−p−1

)
λp (permutation

des 2 sommes)

= (−1)n−1(x −λ)
n−2∑
p=0

(
n−p−2∑

h=0
αh xn−h−p−2

)
λp (on pose h =

n −k −1)
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= (−1)n−1(x −λ)
n−2∑
p=0

Up (x)λp

Ainsi

.

∀(x,λ) ∈K2, χB(x)−χB(λ) = (−1)n−1(x −λ)
n−2∑
p=0

Up (x)λp (4)

.

4.3.2. Fixons x ∈ K. On peut alors voir les deux membres de l'égalité (4)
comme des fonctions polynomiales de la variable λ. Les polynômes associés
sont donc égaux (grâce au fait que K est inëni). Alors

..Ouverture
Quand le corps K est infini alors
l'application qui à un polynôme as-
socie sa fonctionpolynomiale est in-
jective. Ce n'est pas le cas si le corps
K est fini. Pour s'en convaincre
considérer le corps K=Z/pZ où
p est un nombre premier et le po-
lynôme P=Xp−X ; qui grâce au
théorème de Fôüð s'annule en
tout élément de Z/pZ sans être lui
même le polynôme nul.

χB(x)−χB(X) = (−1)n(X−x)
n−2∑
p=0

Up (x)Xp

en appliquant maintenant à la matrice B et sachant selon le théorème de
C-H que χB(B) = 0, on obtient

.

∀x ∈K, χB(x)In = (−1)n(B−xIn)
n−2∑
p=0

Up (x)Bp (5)

.

4.3.3. Soit x ∈K.

Si x n'est pas une valeur propre de B alors la matrice B−xIn est inversible et
on a d'après la relation (5)

det(B−xIn)In = (−1)n(B− xIn)
n−2∑
p=0

Up (x)Bp

Mais on a aussi det(B−xIn)In = (B−xIn)t Com(B−xIn). Sachant que B−xIn

est inversible, ces deux dernières égalités donnent après multiplication à
gauche par (B− xIn)−1

t Com(B− xIn) = (−1)n
n−2∑
p=0

Up (x)Bp

Pour l'instant, cette égalité est vériëée par tout élément x de K qui n'est
pas une valeur propre de B. Mais puisque les valeurs propres de B sont en
nombre ëni et vu la continuité de l'application x 7−→ t Com(B − xIn) (par
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composition d'applications continues) et des fonctions polynomiales Up ,
p ∈ �0,n −2�, elle s'étend aussi aux valeurs propres de B, par simple passage
à la limite.

Par suite

.

∀x ∈K, t Com(B−xIn) = (−1)n
n−2∑
p=0

Up (x)Bp

.

..Cas particulier
en particulier

t Com(B)= (−1)n
∑
p=0

Up (0)Bp

ce qui démontre que la transposé de
la comatrice de la matrice B est un
polynôme en B. Noter que durant
toute la question 4.3 on n'a pas uti-
lisé l'hypothèse degπB=n−1 ; le
constat précédent est donc général.

4.4. Résolution du problème

.
A désigne toujours la matrice ci-dessus avec b = α1 − c1. .

4.4.1. Soit x ∈K. On a

χA(x) = A− xIn =
∣∣∣∣B−xIn−1 v

t u b −x

∣∣∣∣
et donc d'après la question 1.1

χA(x) = (b −x)|B−xIn−1|− t ut Com(B−xIn−1)v

mais d'après la question précédente

t ut Com(B−xIn−1)v = (−1)n
n−2∑
p=0

Up (x)t uBp v

donc
χA(x) = (b −x)χB(x)− (−1)n

n−2∑
p=0

Up (x)t uBp v

Maintenant, comme le polynôme
∑n−2

p=0 Up (x)t uBp v est de degréÉ n−2 alors
χA(X) et (b −X)χB(X) ont les mêmes termes en Xn et en Xn−1 ; termes qui
sont respectivement (−1)nXn et (−1)n−1 Tr(A)Xn−1 = (−1)n(α1−b)Xn−1 alors
on peut écrire

(−1)n(b −X)χB(X) = Xn + (α1 −b)Xn−1 +H(X)

où H est un polynôme de degré É n−2 et ses coefficients ne dépendent que
de b et de ceux de χB. On a en outre
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.

∀x ∈K, χB(x) = (−1)n(
xn + (α1 −b)xn−1 +H(x)

)− (−1)n
n−2∑
p=0

Up (x)t uBp v

.

4.4.2. On a posé d'un côté, avec c1 = α1 −b

P(X) = Xn +
n∑

k=1
ck Xn−k

de l'autre, d'après la question précédente, on à l'écriture

(−1)nχB(x) = xn + (α1 −b)xn−1 +H(x)−
n−2∑
p=0

Up (x)t uBp v

d'où l'équivalence

.

χA = (−1)nP ⇐⇒ H(X)−
n∑

k=2
ck Xn−k =

n−2∑
p=0

(t uBp v)Up (X)

.

4.4.3. La matrice B ∈Mn−1(K) et le polynôme P étant maintenant donnés,
les polynômes H et

∑n
k=2 ck Xn−k sont de degré É n −2 et leurs construction

ne dépend que des coefficients de P et de χB. Si on pose Q = H−∑n
k=2 ck Xn−k ,

Q est de degré Én −2 ; donc d'après la question 4.2.2, il existe des vecteurs
(uniques) u, v ∈Mn−1(K) tels que

Q =
n−2∑
p=0

(t uBp v)Up (X)

Il suffit maintenant de considérer la matrice

A =
(

B v
t u b

)
où b =α1 −c1, on a alors d'après la question précédente χA = (−1)nP.

Résumons

.
B étant une matrice de Mn−1(K) telle que degπB = n−1 et P un polynôme
unitaire de degré n de K[X], il existe des vecteurs u, v ∈ Mn−1,1(K) et un .
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.
scalaire b ∈K tels que la matrice

A =
(

B v
t u b

)
vériëe

χA = (−1)nP
.
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