Corrigé du Concours national Commun-Session 2008-MP-Maths1.

I.1.a) Vz € C, 31(x,y) € R?tel que z = x + iy donc y est bijective et
y1:C - R?% 7z~ (Re(2),Im(2)
C est un R espace vectoriel de dimension 2, w et w~! sont linéaires en dimension
finie donc continues.
1.1.b) On a y continue et Q ouvert donc v ~1(Q) = {(x,y) € R?, x +iy € Q} est
un ouvert de R2,
I.1.c) Onaw~! continue donc f : z » Re(z) I’est, de plus R** est un ouvert de R

donc Q = f1(R**) est un ouvert de C. Si Re(z1) > 0 et Re(zz) > 0, alors
vt € [0,1], Re(tz1 + (1 —t)z2) = tRe(z1) + (1 -t)Re(z2) > 0
donc Q est convexe par suite il est connexe par arcs.

+00 ~+00
I.2.2) OnaVvn < p, a, = 0 donc pour |z] < Ronaf(z) =)_ anz" =) anz"
n=0 n=p

= zPg(z) avec g(z) =)_ anz"P =>_ anpz" donc g(0) = ay.
n=p n=0

1.2.b) On a g est la somme d’une série entiere de rayon R donc continue sur D(0,R)
en particulier g est continue en 0 et comme g(0) = a, # O alors il existe r > 0,
vz € D(0,r), g(z) # 0donc Vz € D(0,r)\{0}, f(z) = zPg(z) + 0.
I1.1.a) fadmet des dérivées partielles qui sont continues :

%f((x,y) = e, %(x,y) = iV = i(%f((x,y)

donc f est de classe C?, d’ou f vérifie (H).

I1.1.b) Ona v(x,y) € U = R*™ xR, x2+y2 > 0, donc fest de classe Clsur i/

af X ; Xy 1 X .y
et —-(Xx,y) = -1 = -1
6x( Y) x2+y? (x2+y2)% L7 x2+y? x2+y?
X2+y2

at _ ; 1y 1 _ iox it
ay(X,Y) T X242 +|( W (x2+y2)%) L7 x2+y2 +Ix2+y2 Iax (X’y)



Les dérivées partielles de f sont continues donc f est de classe C? et f vérifie (H).
_ H y T o o . . y2
Notons 6 = arcsm(ﬁ) € [-Z,5] doncy = [z]sin0 et cosO = /1 = ﬁ

Ainsiz = x + iy = [z]e'? et e/@ = eM(ED+0 = |z]! = 7,

d
I1.1.c) Soitz = x + iy € C avec (x,y) € R% Onaf(z) =)_ axz* est définie sur C,
k=0

%f((x,y) zzd: kak(x + iy)1 = P'(z) et %(x,y) :i ikag(Xx + iy)*?t = i(;i)f;(x,y).

k=1 k=1
les dérivées partielles de f sont continues donc f est de classe C? et vérifie (H).
I1.1.d) On a f(x,y) = x — iy donc g—i(x,y) =1let g—i(x,y) =i+ i(;iz(x,y), donc
f ne vérifie pas (H).
11.2.a) Soit x = Re(z). On a la fonction f : t » e #*" est continue sur R et

f(t)] = e, donc si x > O alors f(t) = o(tiz) par suite f est intégrable sur R.

ft}-+0
Six <0onalf(t)] > 1ett — 1 estnon intégrable sur R donc f aussi.
Ainsi f est intégrable sur R si et seulement si Re(z) > 0.
11.2.b) Soitx = Re(z),y = Im(z) eth : (y,t) - e O+ttt
Onahet f—ig L (y,t) > —it2e~0+EHvt sont continues sur R2.
Dominations :
Soity € Rona Vvt € R, |h(y,t)| = e et |g—;(y,t)| = 2

Notons ¢(t) = e et y(t) = t2e™. On a ¢ est continue sur R et

o) = o(t%), car x > 0, donc ¢ est intégrable sur R, de méme pour v donc

[t]>+o0

par théoréme de dérivation on déduit que y — f,(x,y) est de classe C! sur R et

~

ofy — _i 2 a—(x+iy)t2+ivt
3y x,y) |th e dt

I1.2.c) Soitg : (x,t) — - Oery)t2ivt.

Onaget % L (X,1) - —t2e- TVt gont continues sur ]0, +oo[xR.



Dominations locales : Soit x € [a,b] c R** ona Vt € R,

lg(x,t)| = e < g2 et

L )| = t2e™ < tZe-at
Notons ¢(t) = e et y(t) = t2e2*, ona ¢ et y sont intégrables sur R,

par théoréme de dérivation on déduit que x — fy(x,y) est de classe C* sur R** et

ot

— _ 2 a—(x+iy)t2+ivt
X x,y) J. Rt e dt

donc d’aprés b) aa—fyv(x,y) = i%—fxv(x,y) ou encore ‘zjx“ x,y) = —i%(x,y).

11.2.d) Soit &/ = R** x R. On a I’application k : (x,y,t) » —t2e - (+Wt*+ivt ggy
continue sur I/ x R. Domination locale de k :
Onapour (x,y) € [a,b] x R <, [K(x,y,t)| = t2e™* < p(t) = t2eat*

eta > 0 donc ¢ est intégrable sur R, donc par théoréme de continuité on a o st

OX

ki)

continue sur U, par suite %

= i% I"est aussi d’ou f, est de classe C* sur i/ et

fy vérifie (H).

] —JRZ—Y%,JRZ—y%[SiReR+*
RSiR = 4

11.3.2) Soit | = {x € R, [x+iyo| < R} =

On a la série entiere > anz" converge si |z| < R, donc I’application

n>0
X — f(Xx +iyo) est bien définie sur I. Notons u,(x) = fo(X + iyo) = an(X + iyo)".

On a up est de classe C* sur I, la série > u, converge simplement sur I.
n>0

On a | symétrique par rapport a I’origine, montrons que la série > uy, converge

n>0
uniformément sur tout segment [-r,r] < I. Ona
- n-1
vx € [=1,r], [un()] = nlan|lx + iyol™™* = nlan|(x? +y3) 2
< nfan|(r? +y3) "2 = nlaa|r + iyol™*

or la série D_ anz" et la série >_ nanz"! ont méme rayon de convergence et
n>0 n>1



comme r € | alors |r + iyo| < R et par suite la série D nan(r + iyo)" ! est

n>1

absolument convergente d’ou la série > uy, converge normalement donc

uniformément sur [—r, r], donc par théoréme de dérivation on a I’application

+00
X — f(x +iyo) est de classe C! sur I et a pour dérivée D nan(x + iyo)" .
n=1

11.3.b) Soit (x,y) € U c’est a dire x> +y? < R?. D’aprésa) ona,

%f((x,y) =>" nan(x +iy)"L. D’autre part, >_ an(x +iy)" =>_ i"a.(y — ix)", donc
n=1 n=0 n=0

+00

fx,y) = g(y,—x) ot g(2) =) _ i"anz"

n=0
g est la somme d’une série entiére de méme rayon R, donc d’aprés a)

P DU ~ I N
& (V) = e 0h20 =2 nifan(y —bo™t =1 3 nan(x+ iyt = 12 (0)

n=1 n=1

11.3.c) La série entiere Y nanz"* est de rayon R donc sa somme S est continue sur

n>1

D(0,R). D’aprés 3.b) on a pour (X,y) € U,

~ ~+00
of _ A )
£o00y) =37 nan(x +iy)™ ! = S(x+iy) = Soy(xy),
o n=1 ~ ~
il en résulte que <= est continue sur 24, par suite (%; = i I"est aussi

donc f est de classe C! sur I/ et vérifie (H).

11.4.2) On a f et § sont de classe C! sur ¢/, donc Af + g = Af + § I’est aussi de plus

OM+g _ 4ot , 08 _ ot ;00 _;0M+g
oy _/lay+8y_'u8x+|6x_' OX

par suite Af + g veérifie (H).

11.4.b) On af et § sont de classe C? sur 2/, donc ?é = f§ I’est aussi de plus

2

99 _ Ofg,f

_h
(o]

i Lg+ifsd =

e
OX

Q)‘Q)
< [k
Q)‘Q)
<

of
OX



par suite fg vérifie (H).
11.4.c) Onaf(Q) < Q' donc F o f est bien définie sur Q.
Posons pour (x,y) € U=y 1(Q), f1(x,y) = Re(f(x,y)) et f2(x,y) = Im(F(x,y)).

On a f est de classe C! sur ¢/, donc f; et f, le sont. On a:

T:\"/f(X,Y) =Fo f(X + Iy) = F(fl(X,Y) + |f2(X,Y)) = 'E(fl(X,Y)1f2(X1Y)),

donc F o f est composé d’applications de classe C!, elle est donc de classe C* sur 4.

Onaalors:
oFof _ ofi oOF of, OF
ox  OX ax(f nf2) + OX ay(f’fZ)
_ of1 oF of, oF
—axa(ff)+|x (ff)
_ of oF
De méme:

aF f(xy)zafl GF( ) afz aF(f f)

oy OX
_ofi oF 5f2 aF
- ST f)+|ay % (f1,12)
_ of OF af 8F

par suite F o f vérifie (H).

11.4.d) Notons g = % on af ne s’annule pas et de classe C* surZ/ donc § = = I’est

aussi, de plus

—hllH

og __eft1 _ ;eft1 ;08
oy oy f2 8Xf2 "ox

donc g verifie (H).

I1.4.e.i) On apour h = (hy,h;) € R?

dfxo,y0) () = h12F(xo,y0) + hZ%(xo,yo) — hi(a+ ib) + hoi(a + ib)
= hy(a+ib) + ho(-b +ia)

doncA( a b )
b a



sinfd coso
donc I’endomorphisme L de R? canoniquement associé a A est la similitude directe

. . . . cosf —sinf
I1.4.e.ii) llexister > 0et0 € Rtelsquea+ib = rel, doncA=r )

de rapport r et d’angle 6. L est une rotation si r = 1 c’est a dire a® + b? = 1.

Y. N % i o o _ 4
11.4f) Ona - = iZ- donc d’aprés Schwarz o = ooy =V o2 T T

par suite Af = 0.
111.1) On a Q est un ouvert donc voisinage de chacun de ses points et comme zo € Q
alors 3p > 0 tel que D(zo, p) < Q.
111.2) -p est bien définie :
SiR = +walors Q = C et o(r,0) = f(zo + re'?) est bien définie.
Si R est fini alors D(zo,R) < Q en effet :
Siz € D(zo,R) alors |z — zg| < R et d’aprés la caractérisation de la borne supérieure
il existe p > |z — zo| tel que D(zo, p) < Q doncz € D(zo,p) < Q.
Ainsi pour (r,0) €]0,R[xR ona zo+re'? e D(zo,R) < Q donc ¢(r,0) est bien définie.

-Onafestde classe C! surif = y~1( D(zo,R)) et I’application
(r,0) - (Xo +rcos6,yo +rsind), ou (r,0) €]0,R[xR

est de classe C! donc ¢ est composé d’applications de classe C! par suite I’est aussi.

« Notons M = (Xo + rcosé,yo + rsinf), on a
99 (¢ 0y = cosgLt in6-oF (M) — o O
ar (r,0) = cosé o (M) +siné@ Y M) =e o (M)
et
99 (¢ 0y = _rsing-ot M) = (—rsing +i of
0 (r,0) = rsmeax (M) +rcos@ Y (M) = (—rsin@ +ircos) o (M)

= ire“’%f((M) = ir%—f(r,@)

111.3.a) Les applications 6 — cos6 et & — sin@ sont 2z périodiques donc ¢, I’est aussi.

Comme d’aprés 2) ¢ est de classe C! alors ¢, I’est aussi et on a :

or(0) = g—(g(r,e) = ireieg—i(xo +1c0s0,Yyo + rsing)



111.3.b) On a ¢ est 2z périodique de classe C?, en particulier elle est continue et
C! par morgeaux donc d’aprés un théoréme du cours la famille (¢ (r))nez est

sommable et la série de Fourier de ¢, converge normalement vers ¢, sur R.
2 .
l11.4.2) Onacy(r) = £ jo e, (0)do.

111.4.b) Les applications g : (r,0) — e o(r,0) : (r,0) - e“”eg—‘f(r,e)

! 8r
sont continues sur ]0,R[x[0, 2], donc par théoréme de dérivation on a ¢, est de

classe C! sur ]0,R[ et pour tout r €]0,R[:

py = L [P gmino 0@ _ 1 ["iml 00 ranr
Ca(r) = 5~ IO e = (r,0)do = - IO e —2-(r,0)d0 (daprés 2)

S (e o @12 +in [ e p.(0)d0)

2r .
= ZLnr -[o e (0)d0 (car p(0) = ¢r(27))

%Cn(r)

I11.4.c) Ona Vvr €]0,R[:
hi(r) = ”(r) -n Cn(n) _ cn(r) — ”(r) (d’aprés 4.b)

rn+1 n+1

=0
donc hj, est constante sur ]0, R[.
I11.4.d) Onapourn € N*etr €]0,R][,
1 (7 e 1 (7 e i0
C-n(r) = 5 JO e (0)do = 5 JO e'f(zo + re'?)do
donc
1 (" i
[en()] < 5 | " IfCzo + re)jdo

On af est de classe C* donc continue par suite f = f o y 1 est continue sur Q,
donc Iapplication (r,0) — e"%f(zo + re'?) est continue sur

[0,R[x[0,2x] donc par théoréme de continuité on a I’application

2r . : . . ..
Cqn:l— % j0” e"f(zo + re'?)dd est continue sur [0, R[ donc bornée au voisinage



de zéro a droite, donc h_,(r) = r"c_,(r) tend vers 0 quand r tend vers 0, or
d’aprés c) h_, est constante donc elle est nulle sur ]0,R[ .

Finalement Vr €]0,R[,c_n(r) = r"h_y(r) = 0.
I11.5) Onapourn > 0et Vr €]0,R[, cn(r) = r"hn(r) = anr", donc d’apreés 3.b)

la série ) a,r" converge absolument par suite la série entiere > anz" est de

n>0 n>0

rayon supérieur ou égal a R. D’autre part, d’aprés 3.b) et 4.d) on a

+00

V(r,0) €]0,R[x[0,27], f(zo+r1e®) = D ca(re™ = > agrie’
n=0 n=0
d’ou

vz € D(z0,R)\{Zo}, f(2) =) an(z - 20)"

n=0
Pour finir il suffit de montrer que f(zo) = ao :
On a f continue sur Q donc I’application (r,0) — f(zo + re'?) est continue sur

[0,R[x[0, 27] donc par théoréme de continuité on a I’application

N i0
r— 5= JO f(zo + re'")do

est continue sur [0, R[, par suite lim co(r) = % j(z)” f(zo)dO = f(zo)

r-0*

or Vr €]0,R[ ap = ho(r) = co(r) donc ag = f(zo).

111.6) Pour x €] —R,R[ onad’aprés 5), f(x +zo) =>_ anx", donc d’aprés I’unicité
n=0

du développement en série entiére de g : X — f(x + zo), la suite (an)n=o0 €st

Q)
unique et a, = %SO)

111.7) On a d’aprés 3.a) pour r €]0,R[, ¢, est continue 2z périodique donc d’aprés

2r
Parseval on a - fo lor(0)[2d0 =3 en ()],

nez

orsin<0,cp(r) =0etsin>0, ch(r) = r"h(n) = a,r" donc



1 [~ i0[2 _+w 2020
5 IO [f(zo + rei®)[2d0 = _ |an|?r?".
n=0
Partie 4:

A.1) Si fest bornée sur C, il existe M > 0, Vz € C, |f(z)] < M, donc d’aprés
Gutzmer

- 2,2k 1 (%2 2
Vr>0,Z|ak|r SEJ.OMOWSM

k=0
=0,
par suite d’aprés 5) de la partie 3, on obtient Vz € C, f(z) = ao,
d'ou f est constante.
A.2.a) On a pour z non nul
P@] = laslzI’ 1+Z i
d-1 d-1
or |30 -5 Z Iad||f|lzn|n T 0 donc |Zl|ir1ﬂw 1 +Z =
n=0 n=
d’ou|P(2)] ~ lad||z|% il enrésulte que lim g(z) = 0, donc il existe A > 0,

|z]>+o0 |z]>+00

tel que pour |z| > A, |g(z)| < 1, d’autre part P est continue et ne s’annule pas donc

g est continue donc elle est bornée sur le compact D(0,A), ainsi g est bornée sur C.

A.2.b) D’aprés 1.c) et 4.d) de la partie 2 on a g Vvérifie (H) et comme elle est bornée

alors d’aprés Liouville elle est constante donc P est constant ce qui est absurde
d’ou P admet au moins une racine dans C.

B.1) On a zp et z; sont dans Q qui est connexe par arcs donc il existe y : [0,1] —»
continue et a valeurs dans Q telle que y(0) = zg et y(1) = z1.

B.2) -Onaf(y(0)) = f(zo) = 0donc 0 € I, donc | est une partie non vide de R
de plus I est majoré par 1 donc | admet une borne supérieure o.

- On a y est continue a droite en 0, donc il existe a €]0,1], vVt € [0,a],



ly(t) —v(0)| < p, donc pourt € [0,a], y(t) € D(zo,p) d’ou f(y(t)) = 0.

Il en résulte que [0,a] < I donc o > 0.

-OnaVvt e, [0,t] < I donc | estun intervalle d’origine 0 et comme o = supll
alors [0,c[c I donc Vs € [0,0[, f(y(s)) = 0orfoy estcontinue en ¢ donc
quand s tend vers ¢ on obtient f(y(c)) = 0, ainsi Vs € [0,c], f(y(s)) =0
d’ouo € I.

B.3) Dans la question précédente on a justifié que [0,0[c l et o € | donc [0,0] c |
orf(y(1)) =f(z1) #0doncl ¢ Id’oto < 1.

« Construction de (tx)k=1 :

Soitt €]o,1[ donct ¢ I, donc il existe s € [0,t] tel que f(y(s)) =+ 0,
or [0,0] c I, donc s €]o,t], ainsi

Vvt €lo,1[, 3s €]o,t] tel que f(y(s)) #0
Notons pourn € N*, o = (1 - 5-)o + 5 €lo,1[.
Onaoi €]o,1[ donc 3t €]o,01] tel que f(y(t1)) =+ 0.
min(ti1,o02) €lo,1[ donc 3t; €]o, min(t1,02)] tel que f(y(t2)) = 0.
supposons construit (ti)1<i< tel que ti €]o,oi], f(y(ti)) = 0etty > t, > .> ty.
Construction de t.1 :
On a min(ty,ox1) €]o,1[ donc 3ty €]o, min(ty, ok:1)] tel que f(y(tki1)) + 0.
Ainsi on a construit par récurrence une suite décroissante (tx)x-1 d’éléments de

lo,1[ tel que f(y(tk)) # Odepluso <ty < oketox - odoncty - o.

k—+o0 K—+00
-y(0) # 20 :

Supposons que y (o) = zo alors par continuité de y en o ona lim y(t) = zo,

K—>+00

donc il existe k > 1 tel que y(tx) € D(zo, p) donc f(y(tx)) = 0 ce qui est

absurde, donc y(o) * zo.

10



B.4.a) On af vérifie (H) et y(o) € Q donc d’aprés 5) partie 3, il existe r1 > 0 et

une série entiére > anz" de rayon > r tels que D(y(c),r1) < Qet
n>0

f(z) =) an(z— (o))", 2 € D(y(0),11).

n=0
B.4.b) Supposons que la suite (an)n=o0 est nulle, donc d’aprés a), Vz € D(y(o),r1),
f(z) = 0, or d’aprés 3), y(tx) tend vers y(o) donc il existe k > 1 tel que
y(tx) € D(y(o),r1), donc f(y(tk)) = O ce qui contredit 3),

donc (an)n=o0 est non nulle, donc d’aprés 2.b) de la partie 1) il existe r €]0,r],

~+00
tel que pour 0 < |z] < r, D anz" # 0, donc pour 0 < |z—y(o)| <,
n=0

(2) =3 an(z— 7(0))" # 0.

n=0
B.5) Onal’ensemble J := {t € [0,0]; y(t) = y(o)} contient ¢ donc il est non vide
de plus il est minoré par 0 donc admet une borne inférieure 5. D’autre part, on a
d’aprés 3) zo = y(o) c’est adire y(0) + y(o) et comme y est continue en 0, alors
il existe € €]0, 0] tel que Vt € [0,¢], y(t) # y(o) donc § > ¢ en particulier
B > 0. On ay est continue donc J est fermé d’oll B = infJ € J = J donc
y(B) = y(o) donc par continuité de y en B, il existe € > 0 tel que
Vvt €l —c¢, B[, y(t) € D(y(B),r) c’estadire y(t) € D(y(o),r) et comme
t € [0,0] alors f(y(t)) = 0d’oud’aprés 4.b), y(t) = y(o) ce qui
contredit la définition de 8 d’ou f est nulle.
C.1.a) On a D(zo, p) < Q donc d’aprés 5) partie 3, il existe (an)nso,

Vz € D(z0,p), f(@) =) _ an(z—20)"

n=0
et d’aprés Gutzmer, Vr €]0, p[,

11



P O 02
D Janlr 5 ], If(zo + re)?do
n=0

2r .
% IO [f(zo)|?d0 (car zo + re'? € D(zo, p))

If(z0)|? = |ao|?

IA

+00
par suite Y |an|?r?" < 0, d’oli Vn > 1, a, = 0, donc
n=1
Vi € D(20,p), f(z) = a0 = f(z0).

C.1.b) On a f vérifie (H) et toute application constante vérifie (H) donc d’aprés 4.a)
partie 2, I’application g : z - f(z) — f(zo) vérifie (H) et d’aprés a) Vz € D(zo, p),
g(z) = 0, et on a Q connexe par arcs, donc d’aprés B, g = 0 sur Q par suite f est
constante sur Q.

C.2.ai)Ona g : (v,t) - e™Met - (v,t) - ite"" sont continues sur R? .

Dominations : V(v,t) € R?, |g(v,t)| = e ¥ et

0 (Vrt) —ut?
BOY | v,

Soit hy(t) = e et ho(t) = |tje", on a h; est continue sur R et

hi(t) = O(t%), caru > 0, donc h; est intégrable sur R de méme pour h, donc

|t|»+oo

par théoreme de dérivation on a i est de classe C* sur R et

H A A
! _ ita—Ut2+iVEd+ — [ 1 a-ut?,ivt _ Vv —ut2+ivt
M(v) = LR ite dt _AILTO ([ ET lA 20 I_Ae dt)

= —2—\{Jp(v) (car [eweM| = e - 0)

[t]>+o0

ii) On a u(0) = IR e Udt = ﬁIR es"ds = /Z etcomme
Vv eR, (V) = —Z—\LH(V)

v2
alors il existe ¢ € Rtel que Vv € R, u(v) = ce™«

v2
et pour v = 0 on obtient /= =c,donc Vv € R, p(v) = /& e a.

C.2.b.i) On a d’aprés la question précédente, pour tout u > 0,

2

fu(U) = p(v) = yruze @
= ﬁe‘Te‘% (d’aprés 1.b) de la partie 2)



ii) On a d’aprés 1.a), 1.b), 1.c) et 2.d) de la partie 2, les applications
Im(z)

z - e’ z - In(|z]) + iarcsin( Z

), Z—> zetf,

vérifient (H), et comme Vz € Q, z # 0, alors d’aprés 4) de la partie 2)
I’applicationh : z - ﬁe‘f(TZ)e‘% vérifie (H).
iii)Onaf,eth:z - ﬁe*%e*% veérifient (H), donc g := f, — h la vérifie aussi.

D’autre part, D(1,1) < Q, donc d’aprés 5) de la partie 3) il existe une suite

(an)nso telle que Vz € D(1,1), g(2) =§ an(z—-1)".

n=0
Si la suite (an)n=o est non nulle on aura d’aprés d’aprés 2.b) des préliminaires
I’existence de r €]0,1] tel que Vz € D(1,r)\{1}, g(z) # 0

ce qui est absurde car d’aprés la question précédente i), ona Yu > 0, g(u) = 0.
Ainsi la suite (an)nso est nulle, donc vz € D(1,1), g(z) = 0 et comme d’aprés 1.c)
partie 1), Q est connexe par arcs alors d’aprés Bona vz € Q,

v2

g(z) = 0, finalement vz € Q, IR e Mgt = [re s e i,
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