
Soit x ∈ [0, 1], alors f2(x) = f2(x)− f2(0) = 2
∫ x

0

f(t)f ′(t)dt.

On a alors f2(x) ≤ 2
∫ x

0

|f(t)||f ′(t)|dt.

Pour tout t ∈ [0, 1], posons : h(t) =
∫ t

0

|f ′(u)|du.

Alors h′(t) = |f ′(t)| et |f(t)| =

∣
∣
∣
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∫ t

0

f ′(u)du

∣
∣
∣
∣ ≤

∫ t

0

|f ′(u)|du = h(t)

Par suite f2(x) ≤ 2
∫ x

0

h′(t)h(t)dt = h2(x). On remarque que h est positive croissante, donc h2 aussi et par

suite f2(x) ≤ h2(1) =

(∫ 1

0

|f ′(u)|du

)2
.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux fonctions u 7→ f ′(u) et u 7→ 1, on a :
∫ 1

0

|f ′(u)| ≤

√∫ 1

0

f ′2(u)du.

Ainsi : ∀x ∈ [0, 1], f(x) ≤

√∫ 1

0

f ′2(u)du et par passage au sup on a ‖f‖∞ ≤ ‖f
′‖2.
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