Concours Centrale-Supélec

Mathématiques 1 - MP - 2015

I Préliminaires géométriques
LA - Isométries affines directes du plan euclidien

I.A.1) 1l suffit de prendre A = I, et b= (8)

I.A.2) Résultat immédiat en faisant un produit par blocs.

I.A.3) A est inversible. En prenant A’ = A~! et b = —A~1b dans la formule de la question 2), on obtient
M(A,D).M(A,T) = L.

Tout élément M(A,b) de G est donc inversible et M(A,b)~! = M(A~1, —A~1b)

I.A.4) D’apres A.3), G C GL3(R).
D’aprés A.2), SO(2) étant stable pour le produit, G est stable pour le produit.
D’aprés A.3), SO(2) étant stable pour I'inversion, G est stable pour 'inversion.

’ G est donc un sous-groupe de GL3(R) ‘

I.A.5) Vb € R2, ®(M(I5,b)) = b donc ’ D est surjective‘

VA € SO(2), ®(M(A,0)) =0 donc ’ ® n’est pas injective‘

I.B - Droites affines du plan

I.B.1) A(0,€)) est la droite passant par (8) et dirigée par <(1)) C’est 'axe Oy.

€1 + € . \/5) . < 1 )
A2, est la droite passant par et dirigée par
(2 %55) psant e () e e o

. . B gcosf T —sin 0
1.B.2) La droite A(g,Wy) passe par <qsin9> et est dirigée par ( cos 0 )

Elle a donc comme équation cartésienne : ’ cosf X +sinf Y = q‘

) R . qcosf ST —sind
L.B.3) La droite A(q,ip) passe par ( qsin9> et est dirigée par ( cos 0 )

Elle a donc comme équation paramétrique pour t € R

z(t) = qcosf — tsinf
y(t) = gsin@ + tcosf ’

I.B.4) La droite A(g, @) est orthogonale & # et la droite A(r,?), est orthogonale & ¥. Si elles sont confondues,
alors 4 et ¥ sont colinéaires et comme ils sont unitaires, ils sont égaux ou opposés. Soit 0 € R tel que
U = p.
Si @ = ¥, alors A(g, @) et A(r, ) ont pour équation cartésienne cos X +sinf Y = get cos® X +sinfY =
r. Si elles sont confondues alors ¢ = 7.

Si @ = —, alors ¥ = U, et Ag, @) et A(r,?) ont pour équation cartésienne cos X +sinf Y = g et
—cosf X —sinf Y = r. Si elles sont confondues alors ¢ = —r.

Réciproquement, si @ = et ¢ =7 ou si & = —0 et ¢ = —r alors A(q, 4) = A(r, 7).

Finalement, ’ A(q, @) et A(r,¥) sont confondues si et seulement si & =V et ¢ =7 oud = —vet ¢ = —r.




I1.C - Action de G sur les droites

- - —

I1.C.1) On remarque que ¥(M(Ry,b)) est la droite passant par (Ryé7,b)Rgey = (ug, b)ily qui est la projection
orthogonale de b sur Vect (dy) et orthogonale & iy, donc

U(M(Rg,b)) est la droite passant par b et orthogonale a iy |

-,

Dans le cas A = R /6 et b= (;) , | (M (A, D)) est la droite passant par <;> et orthogonale a i /g.

1.C.2) U(M(I,,0)) est la droite passant par (0

0) et orthogonale & &;. | W(M(I3,0)) est Paxe Oy

1.C.3) ¥(M(Ry,qilp)) est la droite passant par qiip et orthogonale & iy
On a donc bien ’ U (M (Rg, qtip)) = A(q, dy) ‘

Toute droite affine de R? est de la forme A(q, ) en prenant iy orthogonal & la droite et ¢ la distance
de la droite a 'origine. ’L’application U est donc surjective.

1.C.4) a) Soit A € SO(2) et b € R2. Il existe 6 € R tel que A = Ry.

-,

M(A,b) est dans H si et seulement si la droite passant par b et orthogonale a ug est égale a A(0, é1),
c’est & dire a 'axe Oy.
Donc M (A, 5) est dans H si et seulement si A = 1, et b € Oy.

1 0 0 -1 0 0
H est donc ’ensemble des matrices de la forme [0 1 =z | ou 0 -1 x| aveczeR
0 0 1 0 0 1

b) On vérifie facilement que H est une partie non vide de G, stable pour le produit et pour l'inverse;
’ H est donc un sous groupe de G ‘

cosf —sinf «x
c) Soitg€ Gethe H.llexiste § € Ret (z,y) € R?telsque g = [ sinf cosf y | etilexiste z € R
0 0 1
t 00
ette{-1,1} telsque h= |0 t =z
0 0 1

tcos —tsinf —zsinf+x
On a alors gh = | tsinf tcosf  zcosf+y

0 0 1
U(gh) est donc la droite passant par <—chzlsn90:yx) et orthogonale & tiiy et donc & iy et U(g) est la

droite passant par (;) et orthogonale a .

Or, T\ _ (Trsinf+w = Zsinf est orthogonal a iy, ces deux droites sont donc égales et
y zcosO +y —zcosf

’pour tout g de G , et tout h de H , on a ¥(gh) = ¥(g) ‘

II Fonctions radicales
II.A - Etude d’un exemple

A 2 2 2 a? 4y
IT.A.1) Y(x,y) € R®, |(z° +y )f(x’y)‘:mg

f est de classe C' sur R?, & valeurs dans R et (x,y) ~ (22 + 3?)f(z,y) est bornée sur R? donc
f est dans By |

1
I1.A.2) V(q,0) € R?, f(gcos® — tsinf,qsinf + tcosf) = T e et t

1
— ————— est intégrable sur R,
1+q¢*+12

donc f est définie sur R?|.




dt
5 oo dt 1142 1 t +o0 71'
fan)= [ e I L [arctan(———)] =
oo L2+t ,/1+q Lo 1+1+q \/1+q \/14¢qg* -0 v1+gq
A T
Donc | f(q,0) = —.
V14 ¢?
I1.A.3) Vg €]0, +o0], R(g) = — %f( 0)do — — T g
e 4 <5 MU= 9n 0 ¢ 2rJo 14+ ¢2 1+¢%
R/
On a donc q):_ 77232.
K (1+¢2)%
R
o g (9) est continue sur |0, +oo
q
R/
o g+ éq) est continue sur [0, 1] donc intégrable sur |0, 1]
R 1 1 R
o ;Q) ‘ = Oyos i <q2) et g — p est intégrable sur [1, +o00[ donc g — ;Q) est intégrable sur 1, 4+o00[

I1.A.4)

R'(q)

et donc | ¢ — ——= est intégrable sur ]0, +-00[|.
q

1 +oo s 1 +oo +oo 1
—*/ R()dq=—*/ —%@2/ s
0 q ™ Jo (1+¢2)% 0 (1+¢2)%

1
q— (FYDEE est intégrable sur ]0,+oo[ et u — shu est bijective et de classe C* de ]0, +oo[ dans
10, +00[, on peut donc procéder au changement de variable ¢ = sh (u) (dg = chudu).
/ 1 J /+oo 1 hud /+oo 1 hd /+oo 1 p
= ————————chudu= ——5————chudu= —5—du
(1 +32)3/2 ) shP)e o (ch2(u)3/? o ch’(u)
= [0,
1 [t R
Or f(0,0) =1, on a donc —7/ (9) dg = f(0,0)
T Jo q
af —2x
v R% = =
of —2x
49 . 4_ —ar
zgrfoox Ox (2,0) = IBIEoom (1+22)2 oo

2 0f

0
(,y) = (22 +9?) a—(m, y) n’est donc pas bornée sur R? et donc |la fonction a—f n’est pas dans Bs.
x x

II.B - Fonctions radicales : cas général
L[ -
I1.B.1) V(r,t) € Rt x [0,27], f(rcost,rsint) = ¢(r) donc o f(rcost,rsint)dt = o(r) et | f(r) = (7).
T Jo
I1.B.2) Pour tout réel ¢ > 0,
reo(r) .
o 1+ ————=— est continue sur |g, +oo|
/r2 — g2
ro(r) 1 1 -
o Sur |g,q + 1], |——=—| = O, () et v — est intégrable sur |q,q + 1] donc
watth\ =g T O\ Jreg e fira+ 1]
r = L(T) est intégrable sur ]g, ¢ + 1].
2 — g2
ro(r) | _ 4 it ‘
o Sur [¢ + 1,4+o0], \/% = Os5400(0(r)) et 7 — (r) est intégrable sur [¢ + 1,+oo] donc
r?—q
T _rel) est intégrable sur [¢ + 1, +00].
P
ro(r)

. oo rp(r)
Finalement, r est intégrable sur |q, +oo] et / ————— dr converge.
2 — q2 . PR




+o0
I1.B.3) Pour tout réel ¢ > 0, _relr) dr converge et 7 — /12 — 2 est C! et bijective de |q, +oo[ dans
. /r2 — g2 .
10, +00[. On peut donc faire le changement de variable t = /72 — ¢2, (dt = ——=dr , r = /12 4+ ¢?),

/r2 — g2
e _re(r) I

—+oo
et donc / ©(/12 + ¢2) dt converge et ————dr = e(V1t2 +¢?)dt
0 V2 —g¢? 0

Or, ¥(0,t) € R x [0 27T] f(gcosf —tsind, gsin @ + tcosd) = o(/t? + ¢?)
+oo +oo
et donc dr = f(gcosf — tsinb, gsin @ + t cos ) dt.

/7_(] 0

De méme en falsant le changement de variable t = —/72 — ¢2, on montre que

+oo
/ dr—/ flgcosf —tsinb, gsin @ + t cos 0) dt.

),

I1.B.4) En ILB.1), on a montré que f(r) = ¢(r)

Et finalement, | f(g, ) = 2

—+o0
~ ro(r ~
Dans la question précédente, on a montré que f(q,0) = 2/ (1) dr et donc, que f(q,0) ne

dépend pas de 6.

1 21 R 4o —
On en déduit : | Vg € RT, — flq,0)d0 = f(q,0) = 2/ _rf(r) dr.
2 Jg q 72— ¢2

ITIT Transformée de Radon d’une fonction de B;

IIT.A -

Soit (g, 6) € R2, f appartient & By donc f est de classe C* sur R? et ((g cos §—t sin )2+ (g sin 0+t cos 0)2) f(q cos 0—
tsin®, gsinf +tcosf) = (¢> +t?)f(qcos @ — tsinf, gsinf + t cos ) est bornée pour t € R.
On en déduit que :

ot f(gcos® —tsiné, gsinb + t cosf) est continue sur R.

1 1
o Sur [1,+00[, |f(gcos® — tsinb,gsind + tcosh)| = O t00 (tz) et t — 2 est intégrable sur [1,+oo],

donc ¢ — f(qcos® —tsinf, gsin @ + t cosf) est intégrable sur [1, +oo.
o De méme, t — f(gcos@ — tsinb, gsinf + t cosf) est intégrable sur | — oo, —1].
o Sur [-1,1], t — f(gcos@ — tsin 6, gsin 6 + t cosf) est continue, donc intégrable.

Finalement, ¢ — f(gcosf — tsin6, gsin6 + t cos f) est intégrable sur R et donc f est définie sur R2.

II1.B -
Pour tout ¢ et tout 0,
+oo
f(=¢,0+m) = / f(=qcos(0 + ) —tsin(d + ), —gsin(f0 + 7) + t cos(d + m))dt

—+oo
:/ flgcosO +tsinf, gsin @ — ¢ cos 0)dt

oo
= / flgcosf —usinf, gsin @ + ucosf)du (changement de variable u = —t)
= f(4,0)

Donc pour tout g et tout 6 on a f(fq,G +7) = f(q, 0).

II1.C -

ITI.C.1) On note h(r,t) = f(rcost,rsint). Soit a € R** montrons que f est de classe C! sur [—a,al.
o h est de classe C! sur [—a,a] x [0,27] et

Y(r,t) € [—a,a] x [0, 2], o

0
(r,t) = cost%(r cost,rsint) + sinta—i(r cost,rsint)



I11.C.2)

I11.C.3)

IV

o Vr € [—a,al, t — h(r,t) est continue, donc intégrable sur le segment [0, 27]

oh oh
o — est continue sur le compact [—a,a] x [0,27], on note M =  sup —
ar [~aalx[0,2x] | O

t — M est positive, continue et intégrable sur [0, 27| et ¥(r,t) € [—a,a] x [0,27], |h(r,t)] < M

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe / , f est de classe C! sur [—a,a] pour tout a € RT* et

donc ’ f est de classe C* sur R‘ et

2m
Vr eR, f'(r) = i/ (costaf(r cost,rsint) + sintg(r cost,rsint)) dt.
0 Oz y

2

f appartient & By, donc (z,y) — (22+y?) f(x,y) est bornée sur R?. Notons M = sup ’(xz + %) fz,y)
(z,y)ER?

)

alors, V(r,t) € R?, [r?f(rcost,rsint)| < M , donc
_ 1 27 1 27
|r2f(r)| = |r?— f(rcost,rsint)dt’é Mdt=M.
2 0 21 0

Donc, | la fonction 7~ r2f(r) est bornée sur R.

of of 2, 220f 2, 2y29f
On suppose que B et By sont dans By, alors, (x,y) — (2% +y*) B (z,y) et (z,y) — (22 +y*%) 3y (z,y)

sont bornées sur R2.

soit M = sup (2% +y?)? gi(%y)‘,

(z,y)eR?

of
ox

(ﬂ%y)’*— sup (22 +y?)?
(z,y)ER2

0
alors, V(r,t) € R%, r4 (‘ai(r cost,rsint)| +

gi(rcost,rsint)D <M.

On en déduit que Vr € R,

4 27
471 _ | g . . g .
‘r f(r)] = 27r/0 (COStﬁx (rcost,rsint) —|—Slnt3y (rcost,rsint) | dt
rt (2T of of
< — ) AP 95 R
Sor ) <‘8x(rc05t,r51nt)‘ + ’6y(rc05t,rblnt)D dt
<M.

r > r*f'(r) est donc bornée sur R.

Formule d’inversion

IV.A - Résultats préliminaires

IV.A.1)

IV.A.2)

t
Vi —1

A l'aide du changement de variable u = v/#2 — 1 (du = ,t =+/u? + 1), on montre que la fonction

fs — 2 admet imitive £ > — arct ! de plus , li t ! z
———— admet comme primitive —arctan | ——— ], de plus, lim —arctan | —— | = — =
tVit? —1 P 2 -1 P t—1 21 2
et
oo g T
lim — arctan = 0. On en déduit que l'intégrale ——— existe et vaut —.
ttoo ( 2 — 1) a & /1 V12— 1 2
. ) ) v s " dgq
Soit ((g,r) € R* tels que 0 < £ < r. On montre facilement que 'intégrale — 5 converge et
e g°\VTT —(¢

que 0 — 7 cosf est une bijection de classe C* de [arccos £,0[ dans [e,7[. On fait donc le changement de
variable ¢ = rcosf (dg = —rsin6df) :

/ " dgq 0 —rsin 6 df 1 farccost gp
€

N arccos £ (1 cos6)24/1% — (1 cos 6)? BREN (cos0)?

1 arccos £ 1 c 1 \/1 _ (2)2 \/7.2 )
= — | tan 9} = — tan(arccos —) = — r.o—
r? [ r? ( r) r2 £ rie
A 2
On a donc = 5 .
e ?\/r? —¢? r2e




I1V.B - Etude d’une fonction définie par une intégrale

th(qt)
V2 -1

On suppose que 7 — r2h(r) est bornée, soit M = sup |r?h(r)|.
reR+

IV.B.1) On note u(t,q) = . Soit @ € R, montrons que H est continue sur [a, +00].

o w est continue sur |1, 4+o00[x[a, +00[

o Soit ¢(r) = ; © est positive, continue et d’aprés IV.A.1), intégrable sur |1, +oo] et V(t,q) €

ta?2v/t?2 — 1
1, +-00[x[a, +ool, [u(t, q)| < ¢(t)

D’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, H est donc continue sur [a,+oo[ pour tout

a € RT™ et donc ’ H est continue sur ]0, +oc0o]. ‘

M
IV.B.2) En gardant les notations de la question précédente, on a : |h(tq)| < 2 et donc
q

T th(qt) Foo tM 1 [t at 17
dt| < ———dt = — — =
1 2 -1 1 t2¢2Vt2 -1 ¢ )1 tVt2—-1 q*2

1
On a donc |au voisinage de +oo, H(q) = O <2>
q

|H (q)| =

IV.B.3) On garde les notations de B.1).
On suppose que r — /(1) est bornée, soit N = sup |r*h/(r)].
reR+
o u est de classe C! sur |1, +oo[x[a, +00|
o Vq € [a,+00[, t — u(t, q) est intégrable sur |1, +o00]

ou t2h! (tq
o Oy g = LG
0q t2—1
N
Soit p(r) = —————"; de méme qu’en B.1), on montre que ¢ est positive, continue et intégrable
o) = pavE— q ) que ¢ est p g

sur |1, 4+o0[ et V(t,q) €)1, +oo[x[a, +o0], ‘gZ(tNZ)’ < p(t)

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, H est donc de classe C! sur [a, +o00[ pour tout
a € RT™ et donc ’ H est de classe C! sur ]0, +oo]. ‘

IV.C - Vers la formule d’inversion

+oo £
rf(r)
IV.C.1) F(q) =2 ——Zdr.
) Fo=2]
En faisant le changement de variable r = tgq, pour ¢ > 0, on obtient :

+0o0 r
F(q)=2g /1 tf Q(tf)l dt.

0 0 .
La fonction f est dans ; et ses dérivées partielles —f et —f sont dans By, donc d’aprés II1.C), f est de

or 0Oy

classe C' sur R et 7+ 7% f'(r) est bornée sur R.

On utilise alors IV.B.2) et IV.B.3) en remplacant h et H par f et F, on obtient que’ F est de classe C! sur |0, +oof ‘

1 1
et qu’au voisinage de +oo on a F(q) = qO <2) et donc | au voisinage de +o0o on a F(q) = O <>
q q
% F(q) : .
IV.C.2) Pour tout € > 0, 5~ dg converge car [’ est continue sur 10, +00[ et qu’au voisinage de +0o on a

o)

F étant de classe C! , on fait une intégration par parties :

/;00 Fq(zq) dq = [_F((Jq)]+oo+/s+ooF/(q)dq:F(€)+/s+ooF,;1)dq

q €

€



+o0 F/ [eS) F/ F +o0 F
On en déduit la convergence de l'intégrale / @) dg et / —ﬂ + / ﬁ
€

. q € q?
)

T f(r) /+°O F'(q F(E) el e rf(r)
OrF(q) =2 —————~—dr et donc = +2/ — ————dr | dqg.
(@) q /12— ¢? e q % -\ Jg VT2 —q? 1

En utilisant la question IV.C.2) et linterversion des intégrales, on obtient :

7 ([ ) -

+o0 r
Or F(e) = 2 77’]‘(7") dr.
& g Je 2 — g2

r r _ r d =
et/g QQTf(T)qu _ rf(r)/E m = rf(r) = dr. (IV.A.2))

r2 —gq

R, 2 [T i) N
Donc/8 qu:—g j md +2/ rf(r)————dr

oo Ve —e¢
:—2/ rf(r) (6 rl — ’ 2) dr

2 _ 22 r2e

+o0 £ 2 _ 2 +o0 r
=2 rf(r) (1 i > dr = —2¢ L dr.
e eVr?—g2 r2 e TVrZ—g2

T F'(q) e f)
Et donc, | Ve > 0, / dg = —2¢ ——dr.
! c g A

IV.D - La formule d’inversion
e f(n) L[ f(te)
IV.D.1) En faisant le changement de variable r = te, on obtient — L dr = - / ————dt
) & c rv/r2 — g2 I tvt? — 1

+oo / +oo £ t
et donc / F(q) dq = —2/ tf& dt.
€ 1

q Vitz —1
oo f(te)
Calculons lim — - dt.
=0 /4 tVi? -1
f(te)

o Pour tout ¢ > 0, t — ——=———= est continue sur |1, +-00|.
tvVi? —1 ] |

f(t 0,0 0,0
o Vt €)1, +o0[, lim ftte) _ _J(0.,0) et t — JO.0
S0/ —1 /2P -1 /21
o D’apres la questions III.C.1, on sait que f est continue sur R et donc bornée sur le segment [0, 1]
D’apres la questions II1.C.2, on sait que r — r2 f(r) est bornée sur R et donc f est bornée sur |1, +00]

est continue sur |1, +o0].

- - M
est donc bornée sur RT; Notons M = sup|f]|. Soit ¢(t) = ————=, ¢ est positive, continue et
R+ tVit2 — 1

intégrable sur |1, +-o00[, et V(e,t) €]0, +00[x]1, +00]

£
’ t\/tQ—l‘\

D’apres 'extension du théoréme de convergence dominée au cas d’une famille & parameétre réel, on peut

oo f(te) T £(0,0)
conclure que lim —— Lt = L dt.
4 e—0 Jq tWVit2 —1 1 Wtz -1
dt T

+oo
En IV.A.1), on a montré / —_— = .
) 1 vtz —1 2

+oo F’ +oo F'
On a donc liH(l) ) dq = —7f(0,0), ce qui montre que I'intégrale / q((]) dq existe et que
e=0 /e q 0
-1 400 F/ q
fo.0=2 [y,
T Jo q
Or, Ryo = F, on a donc montré la formule d’inversion de Radon pour f au point (z,y) = (0,0) :
—1 [T R!
fo.0= 2 [ ey,
T Jo q




IV.D.2)

IV.D.3)

1

Dans la partie II, on a étudié la fonction f définie par : V(z,y) € R?, f(z,y) = Tro s On a montré
. . 1 (7% R'(q)
la formule d’inversion de Radon pour f au point (z,y) = (0,0) : f(0,0) = —= dg et on a
T Jo q

0
montré que la fonction a—f n’est pas dans Bs.
x

Les hypotheses faites sur f ne sont donc pas nécessaires pour que la formule d’inversion de Radon soit
vérifiée au point ((z,y) = (0, 0).

Pour obtenir la formule d’inversion de Radon en un point (2, yo), on peut considérer la fonction (z,y) —
f(z + xo,y + yo) et lui appliquer la formule d’inversion de Radon en (0, 0).

V Interprétation et application a la radiographie

V.A - Fonction invariante sur G

V.A.1)

V.A.2)

V.A.3)

Soit g dans G et r tel que ®(r) = 0.
Il existe A € SO(2) et b € R? tels que g = M(A,b); il existe B € SO(2) tel que r = M(B,0).

-

On a alors gr = M(AB, b), et donc ®(gr) = (g) = b et ’ f*(gr) = f*(9). ‘

Supposons que les deux droites A(qy, iy, ) et A(qa, Up,) coincident. D’apres la question 1.B.4), on a donc
q1 = qo et Uy, = Up, ou bien ¢ = —qs et Uy, = —iy, c’est & dire g1 = g2 et 61 = 03[27] ou bien ¢; = —¢2
et 01 = 05 + w[27).

De II1.B, on déduit que f(q1,91) = f(Qm 02)

Soient g € G et h € H. Dans 1.C.4)c), on a montré que ¥(gh) = ¥(g). On a donc | f*(gh) = f*(g).

V.B - Reconstruction en radiographie

V.B.1)

V.B.2)

. . . . qcosf C —sinf
A(q,ty) est la droite passant par (qsin 9> et dirigée par < cos 0 )

+oo . +o0
o . qcosf —sinf _ e .
On peut définir /A(qﬂe)f = [m f <(qsin9) +t ( cos 0 >> dt = [m f(qcos® — tsin@, qsinf +

tcosB)dt = f(q,0).

/ f=Fa.6).
A(q,tg)

L’intensité mesurée de part et d’autre de la zone visée nous donne la transformée de Radon f de la
fonction f.

La formule d’inversion de Radon permet ensuite de calculer f en fonction de f et donc de connaitre la
densité des tissus dans la zone radiographiée.



