CORRIGE : MATH 2 ; MP ; Centrale 2013

| - Décomposition polaire d’'un endomorphisme de R"

I.LA - On munit R" de sa structure euclidienne canonique.

I.A.1) Soit u un endomorphisme de R", B une base orthonormale de R" et M la matrice de u dans
cette base. [ u est autoadjoint si et seulement si M est symétrique ].

De plus u et M ont le méme spectre, sp(u) = sp(M). supposons alors que M est symétrique.

[ u est défini positif < sp(u) = sp(M) c R¥ < M € S{*(R) ].

I.LA.2) Si S e Si*(R) alors S est symétrique et sp(S) < R, alors S est inversible et S est
symétrique, et puisque S est diagonalisable, sp(S™) = {% tqg Aesp(S)) < Ri.
Dot St € Si*(R).

I.B - Soit u un endomorphisme de R" autoadjoint défini positif.

I.B.1) Soit v un endomorphisme de R" autoadjoint défini positif tel que v? = u.

Soit A € sp(u). uv = v3 = vu, alors ker(u — Ald) est stable par v. Notons v; la restriction de v a
ker(u — A1d). Puisque v est diagonalisable, alors v, est aussi diagonalisable, et si u est une valeur
propre de v, alors il existe un vecteur non nul x de ker(u — A1d) tel que v(x) = ux et

u(x) = u?x = Ax. Mais p > 0, alors u = J4 etv; = JA ldyeru_siq)-

I.B.2) Puisque u est diagonalisable, R" = & ker(u— Ald), alorsv= & v;.
Aesp(u) Aesp(u)

Cestadire que: VA € sp(u) ; Vx € ker(u—Ald) ; v(X) = J2.x

Reciproquement, pour ce v ainsi défini, ona:v € £(R") etv? = u.

u est autoadjoint, donc diagonalisable et ses sous espaces propres sont deux a deux
orthogonaux. Il existe alors une base orthonormale de R" adaptée a la somme directe,

R" = @ ker(u— 2ld) dans laquelle la matrice de v est diagonale a élements diagonaux dans R*.
Aesp(u)

v est alors bien autoadijoint défini positif vérifiant : v2 = u. D’ol I'existence et 'unicité de v.

[.B.3) Soient 11,...,, les valeurs propres distinctes de u, et my,...,m, leurs multiplictés
respectives, il existe une base orthonormale B de R" dans laquelle la matrice de u est diagonale
( par blocs ) donnée par : Mg(u) = diag(A1lm,, A2lm,, ..., Aplm,), alors par unicité de v, on a :
Mg(v) = diag(y21 Im,, ‘/ZlmZ,...,‘/).—plmp).

Soient Ly,...,Lp les polynbmes de Lagrange associés au reels 14,...,4p.

: - 1sii=]
C'estadire : Vi € [[1, ; Li(X =|| XA N ona:Li(A) = 6ii = .
e * OI_M) (J) ’J { 0 sinon

iFL g
Posons : Q(X) =i J2i Li(X). Q est un polynéme vérifiant : Vi € [[1,p]] ; Q(4i) = JA4i.
i=1
Donc Q(Mg(u)) = Mg(v) c’est a dire encore : v = Q(u).

I.C - Soit A € GL,(R).
I.C.1) 'AA est symétrique, et VX € M1 (R) ; X 'AAX = Y(AX)AX > 0 pour X # 0, car dans ce cas
AX = 0, puisque A est inversible. D’ou 'AA € S (R).

I.C.2) D’aprés 1.B) il existe une unigue matrice S € S;*(R) telle que : 'AA = S2.
Posons : O = AS™, 'O0 = S71(*AA)S™! = S71(S2)S™! = I, alors O € O(n).
Reciproquement si (O,S) € O(n) x S;*(R) tel que : A = OS, alors 'AA = S? et O = AS™L,



D’ou I'existence et I'unicité de (0O,S) € O(n) x S;;*(R) tel que A = OS.

3 0 -1 3 2 2 10 0 -6
LIC3)A=| Z 3/2 2 ita-| o 342 3/2 |:'"MA=| 0 36 0

7 3,2 32 32 -

-7 32 5 -1 = 5 6 0 10

Notons : M = 'AA et Le polyndme carctéristique de M est :
am(X) = (36 — X)(4 — X)(16 — X).
Les sous espaces propres de M sont :

0 1 -1
Ess(M) =R| 1 |;EaM)=R| 0 |;Ew(M)=R| 0
0 1
0 1 -1
Les vecteurs X; = 1 i Xg = 0 i X3 = 0
0 1 1
sont deux a deux orthogonausx, alors par unicité de S, ona : S = PAP,
01 -1
avec P = 100 et A = diag(6,2,4).
01 1
3 0 -1 1 0 0
s=| 06 0 [ O=Ast=| 0 Z _Z
-1 0 3 0 % %

I.D.1) Soit M € O(n), les colonnes de M forment une base orthonormale de R", alors

Vi,j € [[1,n]]; |mij| < 1 etdonc [[M|| < n?, de plus I, € O(n), alors O(n) est une partie non vide
bornée de I'espace vectoriel normé M,(R) qui est de dimension finie, alors pour montrer que c’est
un compact, il suffit de montrer que O(n) est fermé dans M,(R).

L’application [X 5 F(X) = 'XX] est continue sur M,(R), car les coefficients de 'XX sont

des polyndmes aux coefficients de X. O(n) = F*({l,}) est donc un fermé comme image
reciprogue par une application continue d’un fermé de M,(R).

I.D.2) Sp(R) est un fermé de M,(R), puisque sous espace vectoriel de dimension finie,
il suffit alors de montrer que S} (R) est un fermé de S,(R).

Soit (Ag)qen Une suite de S (R) convergente vers A € S,(R). Montrons que A € S{(R).
Soit X € M1 (R), I'application [M — 'XMX] est une forme linéaire continue sur S,(R).
Vg e N ; 'XAgX > 0, alors par passage a la limite 'XAX > 0. D’ou A € S} (R).

1.D.3) Soit A € My(R), le nombre des valeurs propres de A est fini, alors il existe un entier non nul
Ntelque:Vvqg>N; 1 ¢ sp(A) ouencore (A— N+pln)peN est une suite de GL,(R) qui converge

vers A. D'ou GL,(R) est dense dans M,(R).

[.D.4) Soit A € M (R), d’aprés la question précedente, il existe une suite (Aq)qenv de GLy(R) qui
converge vers A, alors d’apreés 1.C.2) il existe deux suites (Og)qen de O(n) et (Sq)qen de SEF(R)
telles que : Vg e N ; Aq = O¢Sq.

Mais d’apres I.D.1) O(n) est compact, alors il existe une sous suite (O, )qen QUi CONverge vers

un certain O € O(n). Mais Vg e N ; S, ='OyqAsq — 'OA=S.
Q-



Mais (S, )aen €St une suite de Si*(R) < S{(R) alors d’aprés 1.D.2) S € Si(R).
Ce couple n’est pas unique, voici un contre exemple :

O =diag(-1,1,1,...,1) et S = diag(0,1,2,...,n-1).

O =+lyOetl,sontdans O(n) etS € S};(R) et0OS = 1,S =S.

I.LE - Soit ¢ I'application de O(n) x S;*(R) dans GL,(R) par : ¢(0O,S) = OS.

D’aprés I.C.2) tout élement A de GL,(R) admet un et un seul antécédent par ¢, alors ¢ est
bijective. De plus ¢ est la restriction d’une application bilinéaire en dimension finie,

alors ¢ est continue.

Soit (Ag)qen Une suite de GL,(R), convergente vers A € GL,(R).

On pose : (0,5) = o1 (A) et Vg e N ; (0g,Sq) = ¢ 2(Ag).

Vg eN ; 'AgAq = S5 — 'AA =82,

G-
Vg e N ; Sq ='04Aq, alors pour la norme subordonnée a la norme euclidienne de R".
11Sqlll = IlJAq|l, alors la suite (Sq)qen €St bornée dans un espace vectoriel de dimension finie,

alors d’apres le theoréme de Bolzano-Weirstrass, cette suite admet une sous suite (S, q)) gen
convergente vers une certaine matrice S’ € S;(R).

La suite (S7,)qen CONverge vers S? = S qui est inversible, alors ' € Si*(R).

D'oti d’aprés I.B) S = S'. On vient de montrer que S est la seule valeur d’adhérence de

la suite (Sq)qen. Montrons que (Sq)qen CONvVerge vers S.

Par I'absurde supposons que la suite (Sq)qev NE€ CONverge pas vers S.

Il existe & > 0, et une sous suite (Spq))qen telle que : Vg e N ; [[S=Sgq Il = &

D’aprés ce qui précede (Spq))qen €St Une suite bornée, donc admet une valeur d’adhérence,
qui est aussi valeur d’adhérence de la suite (Sq)qen, dONC ne peut étre que S.

ceci est absurde car Vg e N ; [|S—Spql = &..

Finalement la suite (Sq)qen CONverge vers S et par conséquent, la suite (Sgt)qen converge vers S
En effet : 'application [M — M~] est continue sur GL,(R).

La suite (Og)qen = (AgSgqh)qen CONvVerge alors vers AS™ = O.

Finalement Lm 0 1(Aq) = ¢71(A), 7! est séquentiellement continue sur GL,(R) donc

continue sur GL,(R).

Il - Deux applications

A

II.LA - Premiére application

Soient A,B € M,(R). On suppose qu'il existe U € GL,(C) telle que UU* = |, et A = UBU™.
NHAL Ut =U*=U=0U=4U") ='A=T(B)U.
Mais A est réelle alors 'A = U('B)'U = U('B)'U = U('B)U.

II.LA.2) On note X,Y les matrices de M,(R) telles que : U = X +1Y.
a) R(t) = det(X +tY) définit une fonction polynéme, non nulle puisque R(i) + 0, et donc admet un
nombre fini de zéros réels. D’ou il existe un réel u tel que : R(u) = 0.

b) AU = UB, alors en séparant parties réelles et imaginaires, on obtient : AX = XB et AY = YB.

c) On pose : alors P = X + uY € GLy(R) et AP = PB c’est a dire : A = PBP!,
De méme, on a : ‘AU = U'B alors 'AX = X'B et 'AY = Y'B et donc 'AP = P'B.
D'ou A = PBP! et'A = P'BP!

I1LA.3) On écrit P sous la forme P = OS avec O € O(n) et S € S{*(R).



a) A = PBP!et'A = P'BP!et!PP = S2,

Calculons A? de deux fagcons, A> = PB?P~! = {(P'BP~1)PBP! = 'P'B'PPBP!

PB2P~! = 'P~1BS?BP-1. On multiplie par 'P & gauche et par P a droite.

On obtient alors S?B2 = BS?B. Si B est inversible, on on a évidement BS? = S?B.

Dans le cas général, soit v un réel qui n’est pas valeur propre de B, et posons :

B =B-vl,etA' = A—-vl,

Tout ce qui précede dans cette application reste vrai en remplacant A par A’ et B par B'.
B’ étant inversible, alors B'S? = S?B’ et par conséquent : BS? = S?B.

Montrons maintenant que BS = SB.

D’aprés 1.B.3), il existe un polyndme Q tel que Q(S?) = S, d'ou BS = SB.

b) D’aprés la question précédente, B = SBS™, alors A = PBP~* = OSBS™'O = OB!'O.

A

I1.B - Seconde application

Soit A € M(R), on se propose de donner une condition nécesaire et suffisante d’existence
‘AA+ XX =1,

‘AX- XA =0,

I1.B.1) Supposons que le systeme admet une solution X € GL,(R).

VZ € Mp1(R)\{0} ; 'Z 'AAZ + 'Z IXXZ = 'ZZ.

Or XX e Si*(R), alors 'Z 'XXZ > 0 et donc VZ € M,1(R)\{0} : 'Z(l, — 'AA)Z > 0.

I, ' AA € S{*(R), alors sp(l, — 'AA) = {1-1tg A € sp(‘AA)} < Rx. D'ou sp(*AA) < [0,1].

d’'une solution X € GL,(R) au systeme : (x)

I1.B.2) On suppose dans cette question que sp(‘AA) < [0, 1].
a) D’aprés 1.D.4) Tout X € GLy(R) s’écrit d’'une unique fagon sous la forme : X = UH
avec (U,H) € O(n) x S{*(R).

b) tXX = H2 = I, — 'AA € Si*(R).
Puisque I, — 'AA € S,(R) etsp(l, — 'AA) = {1-1 tq 1 € sp(*AA)} < R:.
Alors d’aprés 1.B) il existe une unique matrice H € S;*(R) telle que : H? = |, — 'AA.

c) Fixons alors le H de la question précédente, et Posons X = UH avec U € O(n).

Il s’agit alors de trouver U € O(n) tel que : 'AUH — H'UA = 0, cad B = 'AUH est symétrique.
Selon 1.D.4) on peut écrire A = OS avec (0,S) € O(n) x S{(R). Posons U = O, alors B = SH.
'AA + XX = I, = S? + H?, alors S? et H? commutent, et en appliquant la technique de 1.B.3)
aSetaH,ona:SH =HS, c'estadire B ="B.

lll - Valeurs propres d’'une matrice

2 -1 0 ... O
-1 2 -1 o
Pour tout p € N*, on pose : A, = 0o -1 2 . 0 € Mp(R).
oo oA
0O ... 0 -1 2

Soit le polynéme réel : P,(x) = det(xlp, — Ap).



LA - Soitp > 3. Pp(x) = 0 1 x-2

On développe suivant la premiere ligne.

1 1

0 x-2 - 0
P00 = (X=2Ppa00—| . T [ = (- 2)Ppal0 - Ppa().

0 O 1 x-2

Ill.B - Soit x € R tel que |2 - x| < 2, ﬂ €] —1;1[ et 'application [# — cos(8)] est une bijection de
10,z[ vers ] —1;1], alors il existe un unique 6 €]0, z[ tel que : (2 —x) = 2cos(H).
P1(X) = x—2 = —2cos(f) = —2 ;

sin(@) ’
_ N2 1 _ 4cos?(0)sin(@)-sin(@) _ 2sin(20) cos(f)-sin(0) _ sin(30)
P2(x) = (x-2) 1= sin(9) - sin() ~ sin@)

p sin((p+1)6)
sin@) °

Ceci est vrai pour p € {1,2}, supposons que c’est vrai pour p € [[1,9-1]] tel que q > 3.
Pa(X) = (X = 2)Pq-1(¥) ~ Pa-2(¥) = ~—2€08(0) (1) A — (1) =

Par récurrence sur p € N*, montrons que Py(x) = (-1)

sin(@) sin(9)
sin(gh) sin((g-1)6) _ sin((g+1)6)
Pq(x) = (_1)q<2 cos(6) sin)  sin0) = (D¢ sin(9)

N.B : On a utilisé la formule trigopnométrique : 2sin(a)cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b).

11.C - Pp(x) = Si”ifr’::el))g) = 0 si et seulement si 0 = 2= avec k < [[1,p]].

Po(x) = 0 si et seulement si x = 2(1 — cos(-=- ) ) = 4sm2( 30 1) ) avec k € [[1,p]].
Les valeurs propres de A, sont les A, = 4sin?(=k_) avec k < [[1,p]].
P P 20D

l1.D - Ap € Mp(R) et admet p valeurs propres réelles distinctes, alors A, est diagonalisable.
X1,k

Fixons k € [[1,p]] et posons : Xy = , e Mp1(R) ;

Xp’k

2X1x — Xox = 4sin? (X 2y XLk

X1k + 2Xok — Xak = 4sin?(5£ 2y Xk

ApXk = lk,pxk = <

2
—Xp-2k + 2Xp-1x — Xpk = 4Sin (2(p+1) )Xp-1k

2
—Xp-1k + 2Xpk = 4Sin (2(p+1) MXpk



Xok = 2C0S(% K X1k

X1k + X3k = 2005( )Xok
ApXk = ApXk = < P+

L Xp-2k + Xpk = 2 cos(—~z ) )Xp-1k

On prend X1, = 1; Xox = 2C0S k”1 yetpour3<q<p : Xqk —ZCOS(%)Xq_Lk +Xqk = 0.
L’équation caractéristique de cette suite est :

t2 2tcos )+ 1=0= (t—exp(| 7)) (t —exp(- ip+1 ).

Xak = axc0s(q&) + Bisin(q-2 )

axcos( 25 ) + Bisin( L5 ) = 1
akCOS<2k” ) + By sm(zk’f ) = 2cos( p+1)

A= sin(f)ﬁ ) cos( p+1) sm( N ) cos( ;ﬁ) = sm( p+1)
1 sm( ) ) cos( ) ) 1

X1k

X2k

2cos(4%) sin(2z) cos(22) 2cos(%)
Gk = () = 0etfi= () - s.n(pﬁ)
sm(q p+l)
X
ak = sm( p+l)

Donc un vecteur propre associé a la valeur propre Ayp = 4sin?(=X2—) avec k € [[1,p]] est

2(p 1)

[ sin(a) )

sm(Z pkfl )

sm((p 1 p+1 )

\ sm(p o ) /

Zy

IV - Soit f une forme linéaire sur M,(R).

IV.A - On muni M;(R) du produit scalaire, < X,Y >= Tr(*XY).

Il existe une unique matrice A' € M,(R) telle que : VM € Mp(R) ; f(M) =< A",M >= Tr(*A'M).
La matrice A ='A’ répond bien a la question.

IV.B.1) - f est une forme linéaire sur 'espace vectriel normé de dimension finie M,(R) donc
continue, en particulier continue sur le compact O(n) a valeurs réelles, donc bornée et atteint
ses bornes sur O(n).

D’ou I'existence de M,, = sup({ f(0),0 € O(n)}).

IV.B.2) 'AA est symétrique positive.

IV.B.3) D’aprés I.D.4) il existe (01,S1) € O(n) x Si(R) tel que : A = 0;5;. alors 'AA = S2,
S; est diagonalisable par une matrice orthogonale T et S; = TD'T ou D = diag( /71 ..., Jfn)-



{f(0),0 € O(n)} = {Tr(A0),0 € O(n)} = {Tr(0O,TD'TO),0 € O(n)}

{f(0),0 € O(n)} = {Tr(D'TOO;T),0 € O(N)}. (VX,Y € My(R) ; Tr(XY) = Tr(YX))
L’application [O — 'TOO;T] est une bijection de O(n) vers O(n).

Alors : {f(0),0 € O(n)} = {Tr(DQ),Q € O(n)}.

D’ou My = sup({Tr(DQ),Q € O(n)}).

n n

|V.B.4) SoitQ € O(n) Q= (Qi]j)lﬁi’jin. Tr(DQ) =Z ‘/WQk,k SZ Ju_, car Vk e [[1,”]] y Qi <1,
k=1 k=1

puisque les colonnes de Q sont de norme 1. Mais ce majorant est atteint pour Q = 1.

D’ol M, = sup({Tr(DQ),Q € O(n)}) =i JIv.

k=1

IV.C - Dans cette question, f désigne la forme linéaire définie par :
n n

VM € Mp(R) ; (M) =ZZ mi;.

i

1 1 1

01 ...1 1 sii<j
IV.C.1)A = . . = (@ij)1<ijn AVEC Qjj = _ =

S el 0 si non

0 0 1

IV.C.2) Soient Bo = (e1,...,€n) la base canonique de R" et w 'endomorphisme de R" de matrice A

J

dans la base canonique. Vj € [[1,n]] ; w(ej) =D ex pour j > 2, w(ej) — W(ej-1) = W(ej —ej-1) = €j.
k=1

Dot w(e;) = e; etpourj> 2, wi(e) =ej—ej.

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 '
IV.C.3) Posons T = A1 AL = 0 -1 -, .0
A |
o ... 0 -1 1
Le polyndme caractéristique de T est :
x—2 1 0o ... 0
1 x-2 1 , ;
Qn(x) = det(xl, —T) = 0 1 .. 0
; .o x=2 1
0 .. 0 1 x-1

Utilisons encore les notations et les résultats de la partie 111.B)
Pour n > 3, développons suivant la derniére colonne : Qn(x) = X - 1)P1(X) — Pn2(X).
Posons encore 2 — x = 2cos(f) avec 0 €]0, z[.

Q00 - - - 2c08(0)) ()" G5 - (D"

Qn(x) = Sm(e) (Zsm(nQ) cos(f) — sin(nd) —sin((n — 1)0))

Qn(x) = £ (sin(n + 1)0) - sin(n)) = (-1)" °°Sc(f:( ))")
Q) =0 (N+1)0= L +kr.(ke[[0O,n-1]]) < 0= +-2= (ke [[0,n-1]]).
Les valeurs propres de A~* 'tA-1 sont les

Vik = 2(1 —cos((ZVT )y = 2(1 + cos(r — ZDT)) = 2(1 + cos(ZEHTY) = 4cos? (LR,




n]J.

Les valeurs propres de A™! 'A~! sont les vy = 4cos?(5:%;

IV.C.4) D’aprés la question précedente, les valeurs propres de tAA sont les
pour k € [[1,n]]. D’ou selon IV.B.4) M, =Z JAK —Z ZCOS( praay

Hk 2 K
4c08°(52)
2n+1 kel

IV.C.5) Vx €]0, Z[ ; sin(x) = cos(Z£ —X) eEx - X <sinx) <xetx— %X >x(1- L) > 0.

n
1 1 1 _
2 Z ((Zk 1)7[) = n _Z 2sin ((Zk 1)7[) < 2 Z (2k—1)7 ((Zk 1)7[) ) - Sn

_ 2(2n+1) 2(2n+1) 1 2(2n+D) 2(2n+1)
k=1 k=1

n oo
_ 1 1 ¢ @k-Dm N2p-1 _ 1
-2 ZZ F( 2(2n+1)) - Z ((Zk 1)7[) Tn

k=1p=0 k=1 2

n

n 1
) .1 1 @n+l) 1 2
Dunepart: 3+ > 5= = 5= 2 57 = 2 > k_% ~ 2 1In(n).

kel ( 2(2n+1) ) kel K N—-o0

n
%
) 2k-1 2\P
D'autre part, 0 < T, = + ZZ 6—1,,(;(2n+)1’; )PL< L > (5) =0 (ZIn(n)).
k=1P=1 p-1 e
Finalement| M, ~ ZIn(n)|.

n—o0




